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$ 1. DETERMINANTE 


i. Općenito 


Determinante su brojčani izrazi, koji su građeni prema odredenim pravilima, 
Te predstavljaju pojednostavljeni način pisanja stanovitih matematičkih izraza. 

Jedna od primjena determinanata je rješavanje linearnih algebarskih jednadžbi. 
Rješavajući sustav od dvije linearne algebarske jednadžbe s dvije nepoznanice 
dolazimo do determinanata drugog reda, koje imaju dva retka 1 dva stupca; sustav 
od tri linearne algebarske jednadžbe s tri nepoznanice vodi do determinanata 
trećeg reda, koje imaju tri retka i tri stupca, i t. d. 

Promotrimo posebno pojedine vrste determinanata. 


2. Determinante drugog reda: 


O tim determinantama već smo govorili navodeći metode rješavanja sustava 
linearnih algebarskih jednadžbi s dvije nepoznanice (vidi Repet. element. mate- 
matike, I, 8 11). Ponovimo ukratko već rečeno, pri čemu koeficijente nepoznanica 
označimo slovom a, kojemu dodijelimo dva indeksa: prvi indeks označuje 
redni broj retka, u kojem se nalazi dotični član jednadžbe, a drugi 
indeks označuje redni broj njegova stupca. Prema tome, sustav od dvije 
jednadžbe s dvije nepoznanice x i y glasi: 


4nk + QnoY = b, 
a2X + any = b 


Riješivši taj sustav po bilo kojoj metodi, na pr. načinom jednakih koeficijenata, 
dobijemo za nepoznanice slijedeće izraze: 


bi đ22 — An. bi : an. b—b,. a1 
= ; Vse o s 
Gana — 12 i An dn. du — đu. dn 


Izraz, u nazivnicima (4,422 — 4,221) možemo simbolički prikazati u obliku 
determinante drugog reda: 


dnu di 
du Bu 


Guida -— Budi = 
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+ = do koje dolazimo tako, da jednostavno prepišemo koeficijente 
nepoznanica onim redom kako dolaze u jednadžbama zada- 
nog sustava. Ta determinanta zove se determinanta zada- 
nog sustava jednadžbi, a čitamo li gornju jednakost s desna 
na lijevo, vidimo i način rješavanja te determinante: deter- 
minanta drugog reda računa se tako, da se množe u križ 

članovi, ili, kako se obično kaže, elementi determinante, pri čemu se drugi 
umnožak dodaje prvont s protivnim predznakom, kako se to vidi iz sheme, a 
također i iz gornje jednakosti. 


I oba brojnika u izrazima za x i y možemo prikazaui u obliku determinanata, 
koje dobijemo iz determinante sustava 


dn du 


A = 
đu a2 


tako, da za brojnik nepoznanice x zamijenimo stupac njegovih koeficijenata a,, 
i a», članovima b, i b,, koji se nalaze na desnim stranama zadanih jednadžbi, a za 
brojnik nepoznanice y zamijenimo u determinanti drugi stupac, koji čine koefi- 
cijenti te nepoznanice, istim članovima b, i b;. Dobijemo: 


b, an dn b 
pra dida — d12ba = ba au : pa duba — bian _ [du b, 


dnđ23 — didi du di x Qnđs:r — s A dia 
nn dn Qu dx 


Kako se vidi iz tih jednakosti, determinante, koje su u brojnicima, rješavaju 
se po istoj gore navedenoj shemi, t. j. množenjem u križ. 

Promotrimo pojedine slučajeve; koji mogu nastati pri rješavanju sustava od 
dvije linearne algebarske jednadžbe. Promatranje tih slučajeva popratit ćemo nji- 
hovim geometrijskim tumačenjem, jer svaka linearna jednadžba predočuje geo- 
metrijski pravac u ravnini X Y, pa se rješavanje sustava od dvije linearne jedna- 
džbe s dvije nepoznanice svodi geometrijski na određivanje koordinata presjecišta 
tih pravaca. ' 

Primijetimo, da gore napisane jednadžbe za b, #0 i b, ++ 0 čine tako zvani 
nehomogeni sustav, akad jeb, =0ib, = 0 homogeni sustav jednadžbi, 
Promotrimo posebno ta dva sustava. 


I. Nehomogeni sustav 


bi du đu bi 

dux +any = bi b, au šao an b, | 
nx + dny = be * 97 | dn I pe dn 
i du dn đa dn 


a) Neka su determinanta sustava A i obje determinante brojnika. različite :od 
nule. 


U tom slučaju ima sustav jedno rješenje x = x, Y = Yo 
Geometrijski to znači, da se pravci sijeku u točki S(x,, ye). 


Na pr. 


DiZE9%x—6y + 54 = 0 
Mm=2x+ y»1— 2=0 


—54 —6 
A 2 1 _>s4+N_—4%2__, 
ila NK E a s rig 
2 I 
ik — 54 
2 2| 18+108 126 


== —=6 


Presjecište S(— 2, 6). Vidi sl. 1. 


b) Neka je determinanta sustava A = 0, dok su determinante brojnika razli- 
čite od nule, t. j. 


s [ du đu 0 
li QuiQea — G12Q1 = 0 
Odatle see 
da du 


t. j. koeficijenti od x i y su razmjerni (proporcionalni), 
U tom slučaju dobijemo: 


bi au 
ba Q2z keš biđax kri Qiabs 
jo 0 0 Kako dijeljenje s nulom: 
j nema smisla, sustav jed- 
đu b, | nadžbi nema rješenja. 
dn b, =. duba — bian : 
ye = 0 "9 


Razmjernost koeficijenata od x i y znači geometrijski, da su pravci uspore- 
dni, pa se ne sijeku, ili, kako se često kaže, sijeku se u beskonačnosti, jer je 


S bija —a12b2 
limx = lim ———— = o 
A>0 A-0 A 
i analogno 


imy= o, 
A—>0 


kad su brojnici različiti od nule. 


n=2x— y—3=0 
n=4x—2y+8=0 
3 — s 
_[—8 __—6—8_ — 14 
%_P 2 117 24+47 07 >? 
4 
Pie 
_|4 —8|_ —16—12_ —28 
= 37 70 TG 
SI. ma 
? Vidi sl. 2. 


Cc) Neka je determinanta sustava A, a također obje determinante brojnikA 
jednake nuli, t. j. 


A= 1 đir du =0 bi du 0 đu i =0 
ds đa b, an đu 0 
ili 
duda — Qieđu =0; ban — Guba = 0; &anba — bia, = 0 
zA Qu Qu b, do đu du 
ili —=—; —_=—; = — 
der đ:2 du A2 bi b, 
zat đu đa, đu b, s đu bi 
ili == Pi g = 
đa TI dx b, đa b, 
B a a b 
a odatle je: == 


Svi koeficijenti zadanih jednadžbi su razmjerni, t. j. jedna je jednadžba dobi- 
vena iz druge tako, da je pomnožena nekom konstantom, drugim riječima, nemamo 
dvije jednadžbe, već samo jednu, ili, kako se kaže, imamo dvije linearno zavisne 
jednadžbe; geometrijski to znači, da nam je zadan samo jedan pravac. 

U tom je slučaju: 

0 _ 0 
DI S 


4y 


ka = 


Kako S nema određenog smisla, mogli bismo 


zaključiti da zadani sustav jednadžbi nema rješenja. 
Međutim, smatramo li da obje linearno zavisne 
jednadžbe sustava predočuju dva pravca, koji se 
podudaraju u svim točkama, tada možemo svaku 
točku pravca smatrati sjecištem pravaca, pa kazati, 
da naš sustav ima beskonačno mnogo rješenja. 


Na pra hE x—3Zy— 6=0/.—2 : 
nE=—2x +6 +12 = 0 Vidi s, # 


Prihvatimo li to prošireno shvaćanje linearno zavisnih jednadžbi, možemo 
kazati, da nehomogeni sustav ima ili samo jedan sustav rješenja, ili 
uopće nema rješenja, ili ih ima beskonačno mnogo. 


11. Homogeni sustav 


dns +4) = 0 
duX any =0 


x . a a 
2) Neka je determinanta sustava A = | RAREEK: | +0 
LETU ET) 
U tm je slučaju: 
0 (ZEVI 
0 az 0 
X = = m 
DSTENKEV) Quiđe: — Q12đ21 
du da 
| ža 0 | 
đa 0 O 
Nh= >< = = 0) 
dn di | đyiđar — dizđ2, 
Au A2 


Ta su rješenja x, = 0 i yo = 0 trivijalna ili očevidna, jer se na prvi pogled 
vidi, da vrijednosti xx = 0 i yo = 0 zadovoljavaju zadani sustav. 
Geometrijski to znači, da se oba pravca sijeku u ishodištu. 


j ; 44,5 ae 
Na pr. ME x—2Iy=0 BEI S : 
h=In+%=0 0 Vidi sl. 4. 
y 
M 
Đ: 
1 
1 
O na —=-Y 
SI. 4 Sl. 5 
b) Determinenta susteva A = | du d4u| _0 
du _ du 
To znači, da su koeficijenti od x i y razmjerni, jer iž gornje jednakosti, kako 
* : .. gogo Ka « . a .đ4 , .._xe 
smo to malo prije vidjeli, slijedi da je = = a. Drugim riječima, zadane su 
ž1 22 


jednadžbe linearno zavisne: jedna je dobivena iz druge množenjem s nekom kon- 
stantom. 


, 3 0. 0 : : moma 
U tom je slučaju x, = 71%=7>/P2 bismo opet mogli zaključiti, da sustav 


nema rješenja. Međutim, smatramo li da obje jednadžbe sustava predočuju dva 
identična pravca, možemo svaku točku tog dvostrukog pravca smatrati sje- 
cištem pravaca, pa kazati, da homogeni sustav ima beskonačno mnogo rješenja, 
ako je determinanta sustava jednaka nuli 


Na pr. PE 4x —Sy=0  |:—4 


Vidi sl. 5. 


Na taj smo način 'došli do važnog zaključka: 


Homogeni sustav od dvije linearne jednadžbe s dvije nepo- 
znanice ima rješenja različita od očevidnih samo u tom slučaju, 
kad je determinanta sustava jednaka nuli, i tada ih ima beskonačno 
mnogo. 


3. Determinante trećeg reda 


Rješavajući sustav od dvije linearne algebarske jednadžbe s dvije nepozna- 
nice, dolazimo do determinanata drugog reda. Slično tome vodi nas rješavanje 
sustava od tri jednadžbe s tri nepoznanice do determinanata trećeg reda, koje 
imaju tri retka i tri stupca. Slično determinantama drugog reda označujemo i 
članove determinanata trećeg reda indeksima, od kojih prvi indeks znači redni 
broj retka, a drugi — redni broj stupca. I sustav od 3 linearne jednadžbe s tri 
nepoznanice može biti homogen ili nehomogen već prema tome, da li je desna 
strana sustava (t. j. članovi b,, b, i b,) jednaka ili različita od nule. : 


1. Nehomogeni sustav 


aux + di) + = b, 
2nX + d4ny +aužz'=by 
4x + any +42 =b 


(Obrati pažnju, da se prvi indeksi od a'ne mijenjaju, ako ideš po' bilo kojem 
retku, ali rastu od 1 do 3 kad ideš po stupcu. Obratno se vladaju drugi indeksi). 


Riješimo li na bilo koji način taj sustav jednadžbi, dobit ćemo za nepoznanice 
izraze, koje možemo prikazati u obliku determinanata trećeg reda. Kao i u rješe- 
njima sustava od dvije jednadžbe s dvije nepoznanice, imat će sva tri izraza za x, 
y i z jednake nazivnike, koje možemo simbolički prikazati u obliku determinante 
trećeg reda. To je determinanta A zadanog sustava jednadžbi. 


Do te determinante dolazimo na isti način, kao i do determinante sustava 
drugog reda: jednostavno prepišimo sve koeficijente nepoznanica i to onim. redom, 
kako su naveđeni u jednadžbama. Dobijemo: 


di dun du 
A= Gu đu, đu 
du Ba da 


I brojnike u izrazima za nepoznanice x, y i z možemo napisati u obliku deter- 
minanata. U tu svrhu postupamo na isti način, kao i pri rješavanju, sustava od-dvije 
jednadžbe s dvije nepoznanice. 


Da dobijemo brojnik izraza za x, zamijenimo prvi stupac deteriminantezsu- 
stava A, t. j. koeficijente od x, desnim stranama jednadžbe, t.-j. s by bai ba: 


bi dz đu: 
, b, da đu 
bs da 42 
đu iz. Qu 
Qu Ga đ:1s 
da As đ33 


Na isti način dobijemo u obliku determinanata izraze za y i g: u brojniku za 
y zamijenimo u determinanti sustava A drugi stupac, t. j. koeficijente od y, desnim 
stranama b,, bai b,, a u brojniku za z zamijenimo u determinanti A treći stupac, 
t. j. koeficijente od z, s b,, ba i b,. Dobijemo: 


du bod: du đu bi 
du ba au dn du ob 
"= du Da du (b) = au dun ob, | (c) 
đu du Qu Gu du du 
Gu dua da : Qu du Qu 
da darQ đa sada Č 


Nastaje pitanje, kako ćemo izračunati vrijednosti nepoznanica x; yo i 24, ako 
rješenja zadanog sustava * jednadžbi neposredno napišemo u gore navedenim, Lobli- 
cima (a), (b) i (c), t. j. u obliku determinanata. 


Najprije navedimo shemu jasena 


gel 


.. predznaka 


Ta se shema lako pamti, jer idemo li po retku, ili po stupcu, uvijek dolaze 
naizmjence + i —. Prema toj shemi uzimamo predznake pojedinih elemenata, 
kad razvijemo determinantu. 

Svaku determinantu možemo razviti na više načina: po elementima bilo kojeg 
retka ili po elementima bilo kojeg stupca. Postupak je uvijek isti. 


Hoćemo li da determinantu razvijemo na pr. po elementima prvog retka, 
a to je najčešći slučaj razvijanja determinanata, tada prepisavši prvi element toga 
retka, precrtamo prvi redak i prvi stupac determinante, pa prepisani prvi element 
množimo s preostalim dijelom determinante. To je determinanta drugog reda, 
koja'se zove subdeterminanta ili minor. 

Iza toga prepišemo s. protivnim predznakom (vidi shemu predznaka) drugi 
element prvoga retka, pa slično kao i prije množimo taj element sa subdetermi- 
nantom drugog reda, koju dobijemo, kad precrtamo prvi redak i drugi stupac za- 


dane determinante. Konačno,. prepišemo. treći: element prvog retka i množimo ga 
sa subdeterminantom, koja se dobiva, kad se precrta prvi redak.i treći stupac-u 
zadanoj determinanti. Sada razvijemo subdeterminante na način, koji nam je: već 
poznat. Na slični način razvijemo determinantu po elementima drugog ili trećeg 
retka, odnosno po elementima bilo kojeg stupca, samo moramo paziti, da kod 
tvorenja subdeterminanata precrtamo uvijek onaj redak i stupac, u kojem se nalazi 
element, koji se množi s dotičnom subdeterminantom. Pokažimo taj razvoj na 
determinanti sustava A. 


—aii—đr2—đ ra — 


a 


A= Qu Qu. Geza 


a 


Ga Gu ss 


Razvoj po elementima prvog: retka: 


«Aaa Gus dar Bss dadnu 


Qu(Qanđs3 — 29432) — Gua(Qn1đ3a — Qua) + dis(đnuđa — Qa2091) = 
= Gnđasđsa — Qi1Q13đa3 — 13011433 + Qi2đ2sQ9 + Qniđnđoi — 12011811 


Vidimo, da se determinante trećeg reda razviju u tri subdeterminante drugog 
sed. : 

Na slični. način. ražvijemo: bilo koju: determinantu trećeg reda po elementima 
drugog i trećeg retka i po elementima: prvog, drugog i trećeg stupca. 

Razvijmo na pr. determinantu A po elementima drugog stupca: 


đir—đ1a——đ13 


A = | đ4u=4n=4u 
===" 
a a a a đa 4 
rem đu 21 23 + az 11 18 == da 11 ia 
đir Gas 831 ds Gu Bau 


ll 


— Gia(Qa1đ9s — 222421) + d2a(Qnđas = đ12đs1) = dsa(đ1iđs3 i 41241) = 
= — Guđnđss HH 412423431 H+ Griđi11Qa3 — Q122đ13đ31 — Qoađ đa ++ Qaida 


Usporedimo li obje vrijednosti dobivene za determinantu sustava A, vidjet 
(ćemo da su te vrijednosti identične. 


Primjer 
Riješi zadani sustav jednadžbi, pri čemu sve determinante razvij na različite načine. 
2x—39+ z= 5 


4x+ y—172 = —8 
x—8 +4 = 0 


—3 1 
IL — 
—8 4 
1 

—7 

4 


—3 
1 
—8 


=> >n ile 


Ke. = | * 
Determinantu, koja je u brojniku, razvijemo po elementima prvog retka, a-onu u nazivniku 
— po elementima prvog stupca: 


S i oj —_8 — —8 1 
5|1_, | —9| 0 AEE 0_ al 
1 


Kg - u 
Ii oi —3 
21_3 4 =a sb E; 
_ 54—50+3(—>32+0+1(64—0) _ —292 _ 73 
“Zd=SO—4CR+rdričišh) = 8-1 
I2 S 1 
EF g 227 
pm Ho 02 4 
TZ E 1 
ra ee. 
1 —8 4 


Prvu determinantu razvijemo po elementima drugog retka; a drugu, t.j. determinantu su- 
stava, po elementima drugog stupca: 


s 1 21 2 s 
. _4 13 NEI HESIE 4 
.= A = = 
"ZENE NE ZIEei 
_—4(20—0)—88—1) +70 —5)_—IN_ 171 
ZOGFDFIČ=DFšTciH=9) 7 — 686 
"= s 
Pa a“ 
mm 
212 —3 1 
ra 
1 —8 4 


Prvu determinantu razvijemo po elementima trećeg retka, a drugu po elementima treceg 
stupca: 


zo 2 5 
| 1 | —=914 #1 +0 

Ti gigi = 
ika ira i 

(24 — 5) +8(—16—20) _ =29_209 
ERDIICIŠLTVTFACTIH 68 68 


Spomenimo još, da svaku determinantu možemo razviti i po Sarrusovu 


pravilu. Napisavši determinantu A; ponovimo ispod nje njena prva dva retka, a 


zatim uzimamo tri produkta po dijagonalama s lijeva na desno i tri produkta s pro- 
tivnim predznakom po dijagonalama s desna na lijevo: 


ke 
"u 


u 
* 


ko 
/ 


= Guđndss + diđana + Qsiđiađ23 — Qi3đ22đ911 — Q2ađ32đ 1 — dnsđ uđu 


Možemo postupati i tako, da napišemo na desno od determinante njena 
dva prva stupca, a dalje računamo produkte kao u prvom slučaju uz istu shemu 
predznaka. 


Načini to! 


Riješi gore navedeni sustav jednadžbi računajući determinante po Sarrusovu. 
pravilu. 


Promotrimo sada pojedine slučajeve, koji mogu nastati pri rješavanju ne- 
homogenog sustava od tri linearne algebarske jednadžbe s tri nepoznanice. 


a) Neka je determinanta sustava A 
i sve tri doermninante brojnika različite 
od nule. 


U tom slučaju ima sustav jednadžbi 
samo jedan sustav rješenja x = x, y = 
=)%iz=Z, Kako ćemo kasnije vid- 
jeti (vidi $ 3, 4— 6), svaka jednadžba 
sustava predočuje geometrijski ravninu 
u prostoru, pa riješiti sustav od tri line- 
arne algebarske jednadžbe znači geome- 
trijski odrediti onu točku S, u kojoj sc 
sijeku sve tri ravnine, t. j. točku, koja 
pripada svima trima ravninama, a sjeci- 
šte je njihovih međuscsnih presječnica 
(pravaca). U našem slučaju sve se tri rTa- 

51. 6 vnine ?, Qi R sijeku u jednoj točki 
; S (Xo, Yo Zo). (Vidi sl. 6). 

Tako se na pr. sijeku u ishodištu O sve tri koordinatne ravnine prostornog 
pravokutnog koordinatnog sustava (vidi dalje sl. 22). Pređašnji primjer, u kojem 
smo riješili sustav od tri jednadžbe, ilustrira baš naš slučaj a), jer su u tom pri- 
mjeru sve determinante različite od nule, pa se tri zadane ravnine, koje. su geo- 

73 171 269 
17? 68 * sa) 


b) Neka je determinanta sustava A jednaka nuli, dok su determinante a m 
različite od nule. 

U tom slučaju imaju izrazi (a), (b) i (c) za nepoznanice xo, Y2 5 2, nule u na- 
zivnicima, dok su njihovi brojnici različiti od nule. 


metrijska predodžba zadanih jednadžbi sustava, sijeku u točki S id 
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Kako dijeljenje s nulom nema smisla, zaključujemo, da zadani sustav jednadžbi 
nema rješenja. i 

Geometrijski to znači, da se presječnice ravnina ne sijeku u jednoj točki, kao 
u slučaju a), već da su dvije ili sve tri ravnine međusobno paralelne. (Vidi sl. 7 i 8), 


U prvom su slučaju koeficijenti od x, y i z u dvima jednadžbama. sustava 
jednaki ili razmjerni, dok u drugom slučaju ti su koeficijenti jednaki ili razmjerni 
u svima trima jednadžbama. (Vidi dalje $ 3, 5, c). 


Riješi na pr. sustave jednadžbi: 


1 2x—3y+ Sz= 3 
4x—6y + 102 = 7 
x+ »+ z=—2 


2. 2x — 3y + 5z 
dx — 6y + 10z 
6x — 9% + 15z = 


iu 


3 
7 
—2 


Može biti još jedan slučaj, kad sustav jedna- 
džbi nema rješenja, iako koeficijenti od x, y i z 
nisu proporcionalni. Do tog slučaja dolazimo, ako 
je lijeva strana jedne jednadžbe sustava zbroj 
ili razlika lijevih strana ostalih dviju jedna- 
džbi. U tom slučaju ravnine, koje predočuju zadane jednadžbe sustava, sijeku 
se međusobno u tri paralelna pravca p, gq 1 r (vidi sl. 9) 


Riješi na pr. sustav, u kojem je lijeva strana treće jednadžbe zbroj lijevih strana prvih dviju: 


2x—3y + 5z = 6 

x+ y+ z=2 

3x—2v+6z =17 
du 8 —3 —5 
Dobit ćeš: “= o=—g i %=-7 


Kasnije u primjeru (vidi dalje & 3,6) dokazat ćemo, da su presječnice tih ravnina međv- 
sobno paralelni pravci 2, qir 


Cc) Neka je determinanta sustava A i sve tri determinante brojnika jednake 
nuli. 

U tom slučaju dobijemo prema (a), (b)-i (c)-slijedeće vrijednosti za rješenja 
Xos Yo 1 2, zadanih jednadžbi: 


0) _o _o 
0 =. 2-3 


Kako kvocijent 3 ma određenog smisla, mogli bismo zaključiti, da su- 


stav jednadžbi nema rješenja. U tom su slučaju c) proporcionalni ne samo koefi- 
cijenti od x, y i g, već i desne strane jednadžbi, t_j. sve tri jednadžbe su među- 
sobno zavisne, jer su druga i treća jednadžba dobivene iz prve tako, da je ta prva 
«jednadžba pomnožena s nekim konstantama. Podijelimo li drugu i treću jednadžbu 
tim konstantama, dobit ćemo prvu jednadžbu. To znači, da nam je zapravo za- 
dana samo jedna jednadžba ili geometrijski samo jedna ravnina. Smatramo li, 
da tri zadane linearno zavisne jednadžbe predočuju tri ravnine, koje se podudaraju 
u svim točkama, tada možemo svaku točku te ravnine smatrati kao sjecište triju 
ravnina, a to znači, da zadani sustav jednadžbi ima beskonačno mnogo rješenja. 

Postoji još jedna mogućnost linearne zavisnosti zadanih jednadžbi. Pretposta- 
vimo, da je jedna od triju zadanih jednadžbi sustava zbroj ili razlika ostalih dviju, 
koje su linearno nezavisne 


Na pr 
2x — 3žy +55 = 6 zA 
x+ v+ z=2 
3x — 22v + 6s =8 
Riješimo li taj sustav jednadžbi, dobit ćemo opet: 
0 0. 0 
Nn= >, "un=— 1 ===. 
SI. 10 a 0 ? 0 0 


Kako cemo kasnije u $ 3, 6. primjer 2. vidjeti, tri ravnine P, Q 1 R, koje su 
geometrijska predodžba zadanih jednadžbi sustava, sijeku se u tom slučaju u jed- 
nom pravcu p, imaju dakle beskonačno mnogo zajedničkih točaka, pa možemo 
opet kazati, da sustav jednadžbi ima beskonačno mnogo rješenja. (SI. 10). 

1z navedenog vidimo, da nehomogeni sustav od tri jednadžbe s tri 
nepoznanice, kao i nehomogeni sustav od dvije jednadžbe s dvije 
nepoznanice, ima ili samo jedan sustav rješenja. ili uopće nema 
rješenja, ili ih ima beskonačno mnogo 


II. Homogeni sustav 


dnX + oy + 4142 = o 
anxX +dany + 4232 = 0 
3x + da2V + as4z =0 


a) Neka je determinanta sustava A +0. 
U tom je slučaju 
0 o ' 6 
Xxo=—>=0, MAI Li hE 
jer će u izrazima (a), (b) i (c) za x, y9 1 Zo svaki brojnik sadržavati po jedan stupac, 
koji se sastoji samo od nula, pa razvijemo li svaku determinantu brojnika po ele- 
mentima toga nulstupca, dobit ćemo nulu, dok su nazivnici A različiti od nule. 
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To je očevidno rješenje, jer pada u oči, da 
vrijednosti x, = 0,y = 0 i z, = 0 zadovolja- 
vaju sve jednadžbe homogenog sustava. 


Geometrijski to znači, da se tri zadane ravnine P, Q i R sijeku u ishodištu O - 
koordinatnog sustava (sl. 11). 


b) Neka je determinanta sustava A = 0 
U tom je slučaju 


HER _o, _o 
ki "= T3_> m3 


a ti kvocijenti, kako znamo, nemaju određenog smisla. 


Ako je determinanta sustava A = 0, koeficijenti dviju ili svih triju jednadžbi 
su razmjerni, a to znači geometrijski, da se dvije ili sve tri ravnine podudaraju 
u svim svojim točkama, pri čemu u prvom slučaju identične ravnine P i Q sijeku 
treću ravninu R u pravcu p, koji prolazi ishodištem (sl. 12), a u drugom slučaju 
trostruka ravnina P, Q i R prolazi ishodištem (sl. 13). ' 

Konačno, determinanta sustava A jednaka je nuli, kad je jedna od triju jed- 
nadžbi sustava zbroj ili razlika dviju ostalih. Geometrijski to znači, da se sve tri 
wavnine sijeku u jednom pravcu q, koji prolazi ishodištem (sl. 14). Sličan slučaj 
fimali smo prije, kad je lijeva strana jedne jednadžbe nehomogenog sustava 
bila zbroj ili razlika lijevih strana drugih dviju jednadžbi (vidi sl. 9), ali tada 
sustav jednadžbi nema rješenja. Budući da sada sve tri ravnine prolaze ishodištem 
O, paralelni pravci p, q i r poklapaju se. 
U svim tim slučajevima imaju sve tri 
ravnine beskonačno mnogo zajedničkih 
točaka, pa možemo kazati, da homogeni 
sustav ima uz A = 0 beskonačno mnogo 
rješenja. 


la 


Na taj način došli smo do istog važnog zaključka do kojeg smo došli već prije 
govoreći o homogenom sustavu od 2 jednadžbe s 2 nepoznanice. 

Homogeni sustav od tri linearne algebarske jednadžbe s tri 
nepoznanice ima rješenja različita od očevidnih samo u tom slu- 
čaju, kad je determinanta sustava A =0, i tada ih ima beskonačno 
mnogo. 

Primijetimo još, da zavisnost jednadžbi zadanog homogenog sustava možemo 
lako prepoznati po tome, što je determinanta sustava jednaka nuli, dok za nehomo- 
geni sustav A = 0 znači linearnu zavisnost lijevih strana jednadžbi. 


4. Determinante viših redova 


Determinante četvrtog, petog ili općenito n-tog reda, t. j. determinante, koje 
imaju četiri, pet, odnosno n redaka i stupaca, rješavaju se na isti način, kao i de- 
terminante trećeg reda, t. j. te determinante možemo razviti po elementima bilo 
kojeg retka i po elementima bilo kojeg stupca. Slična je 1 shema predznaka. Na pr. 
za determinante četvrtog reda ta shema glasi: 


+ 


[+1+ 
Plati 
+1+1 


+ 


Razvijmo na pr. determinantu četvrtog reda A = 


- nu 
| 
s 


elementima prvog retka. 
Dobit ćemo: 


I— 4 E e IL1o4 —1 | 
=5| 10 0—3|+3/2 0—3| +2 10 —3 | —1 10 0 
—I 7-2 Il 7-2 1 —! —2 Dial 1 


= S[KO + 21) -+ 1(—20 — 3) + 4(70 + 09) + 30 +21) + K4 + 3) + 
+44— 0] +21 20 —3)— KA 23) 4 42 109) =1[1(70.2-0) — 
— 1(14—0) — (2 — 10] = 1390 + 228 — 140 — 68 == 1410. 


Vidimo, da se determinanta četvrtog reda razvije u četiri subdeterminante ilt 
četiri minora trećeg reda. 

Riješi za vježbu pomoću determinanata sustav od četiri linearne algebarske 
jednadžbe s četiri nepoznanice: 


5x — 3y +22 + u 
x+ y— z +4 
2x + 10y — 3u 
x— y+Tz— lu 


z 
—5 
& 
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Rezultate kontroliraj uvrštenjem u zadane jednadžbe vrijednosti dobivene za 
nepoznanice, pa ćeš istovremeno opaziti, da je rješavanje sustava od 4 i više line- 
arnih jednadžbi načinom determinanata glomazan posao i da druge metode, na pr. 
metoda jednakih koeficijenata, brže vodi cilju. 


Radi toga še metodom determinanata rješavaju sustavi od. najviše četiri 
linearne jednadžbe Praktička prednost determinanata leži u drugome, a to ćemo 
uskoro vidjeti. 


Sve što smo rekli o rješavanju sustava od tri linearne algebarske jednadžbe 
s tri nepoznanice, vrijedi i za sustav od a linearnih jednadžbi s u nepoznanica. 
Nehomogeni sustav od n linearnih jednadžbi s n nepoznanica 
ima za bilo koje desne strane tih jednadžbi samo jedan sustav 
rješenja x, X, ,x,, ako je determinanta sustava različita od nule. 
Za A=0 taj sustav nema rješenja. ako su determinante u brojni- 
cima izraza za nepoznanice različite od nule, odnosno ima bes- 
konačno mnogo rješenja, ako su te determinante jednake nuli. 
Homogeni sustav od zx linearnih algebarskih jednadžbi s mn 
nepoznanica ima rješenja različita od očevidnih (x, =-0, x, =0,..... , 
x, =0) samo u tom slučaju, kad je determinanta sustava A =0, 
i tada ih ima beskonačno mnogo. 
Daljnje prumjene računanja determinantama nalazimo u analitičkoj geometriji, 
kao so pokazuju slijedeći primjeri: 
Napiši jednadžbu pravca, koji prolazi dvjema zadanim točkama T(X1 Yi) 
i Tia Y2) 
' Znamo opću jednadžbu pravca 


Ax +By +C =0 Pravac prolazi točkom T,(x,, y:), dakle 

Ax+8By +C=0 također točkom T,(xa, ya), dakle 

Axn +8By., +C =0 : 
Dobili smo homogeni sustav od tri linearne jednadžbe s tri nepoznanice 


A, Bi C. Da taj sustav ima rješenja različita od očevidnih, nužno je i dovoljno 
da je determinanta sustava A = 0 


Dobijemo: 
x y 1 
Xa Yi 1 = 
i 


Ka Ja 


a to je tražena jednadžba pravca kroz dvije zadane točke. Da se u to uvjerimo, 
oduzmimo od elemenata drugog retka elemente prvog retka, a od elemenata trećeg 
retka elemente drugog retka. Kako ćemo kasnije vidjeti (vidi dalje svojstvo 7), 
time se vrijednost determinante ne mijenja. 


Dobijemo: 


x 1 

X —X s — 0 

Ka —Xi Ya vi O 

Sada razvijemo tako uređenu determinantu po elementima trećeg stupca. 
Dobijemo: (xi —x)Q):—9) — (9 —g)(Xa— x) =0 
ili —(z—sdlv—p) +(9—9)(a— x) =0 
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Odatie Pm ddmaća 


*(x— x) 
—=x, i: 
a to je poznata jednadžba pravca kroz dvije zadane točke. 
2. Napiši uvjet, koji moraju ispunjavati koeficijenti triju pravaca 


Ax+By+C=0 
Aax+By +G.=0 
Ax +8By + Ca =0 


da se ti pravci sijeku u istoj točki T(x, )). 


Da taj sustav od tri jednadžbe s dvije nepoznanice x iy svedemo na homogeni 
sustav, stavimo: : 


: Y a 
bo gm» gdje je Z+0 

Uvrstimo li te tako zvane homogene koordinate u zadane jednadžbe, i po- 
množimo li jednadžbe sa Z, dobit ćemo homogeni sustav 


AK +B.Y+CZ=0 
AK +B:Y+CZ=0 


Sada stavimo da je determinanta sustava A = 0, pa dobijemo traženi uvjet 
A BC, 


A, B, GC. 
A BC, 


3. Napiši jednadžbu kružnice, koja no trima zadanim točkama T;(xx y1)> 
Tux» ya) i Ts(Xs Ya). 
Znamo opću jednadžbu presjeka stošca 


A2 +Bxy +Cy +Dx+Ey+F=0 


(vidi Repet. elem. mat., IV, $ 12), koja predočuje kružnicu za C = A i 'B =0, 
te njena opća jednadžba glasi: 


A(x? +y2) +#Dx +Ey +F=0 Kružnica prolazi točkom T,, dakle 
Alat +) +Da+En+F=0 također točkom T, 

A2 +92) + Da En +F=0 i točkom T.. 

A(x2 +)? J +Dx: +Em+F=0 

Dobili smo. homogeni sustav od četiri jednadžbe s četiri nepoznanice A,D, 


E i F. Taj sustav ima rješenja različita od očevidnih A = 0, D=0E=0i F=0, 
ako je determinanta sustava A = 0, t. h ako je 
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xz+Jy97 x y» 1 
Eg +91 ETE VN | 6 
XZ +) X M 1 
x2byž Xa Yas 1 
To je tražena jednadžba kružnice kroz tri zadane točke. 
Ako te tri zadane točke leže na istom pravcu, kružnica se reducira na pravac, 
pa njena jednadžba ne može više sadržavati članove s x* i y*. Brišemo li stoga prvi 


redak i prvi stupac u determinanti, dobit ćemo uvjet da tri točke T,, Tai T, 
leže na istom pravcu 


Razvijemo li determinantu, koja predočuje jednadžbu kružnice, na pr. po 
«elementima prvog retka, dobit ćemo četiri subdeterminante 'trećeg reda, a svaka 
od njih dat će po tri subdeterminante drugog reda. Ukraiko, dobit ćemo jednadžbu 
kružnice kroz tri zadane točke u obliku glomaznog izraza, koji se ne da zapamtiti. 

Sad vidimo glavnu praktičku prednost determinanata: pomoću determinanata 
možemo mnoge dugačke i složene formule prikazati u jednostavnom, kratkom i 
preglednom obliku, koji se lako pamti. 


Izračunaj za vježbu jednadžbu kružnice, koja prolazi točkama 7, (2,3), T,(1,1) 
i 7, (—2, 4). (Rezultat: 3x7 + 3y? + x — 17) +10 = 0). 


5. Svojstva determinanata 


Na kraju navedimo nekoliko najvažnijih svojstava determinanata. Većina tih 
svojstava jasno slijedi iz naše diskusije o determinantama i navedenih primjera. 

1. Determinantu možemo razviti po elementima bilo kojeg retka i bilo kojeg 
stupca. Uvijek dobijemo istu vrijednost determinante. 

2. Determinanta ne mijenja vrijednost, ako zamijenimo retke determinante 
ikako dolaze, stupcima kako dolaze, ili, drugim riječima, ako determinantu zaokre- 
nemo za 180 oko njene glavne dijagonale, t. j. dijagonale koja ide od lijeva na 
desno. 

To svojstvo slijedi iz svojstva 1. 

3. Determinanta je jednaka nuli, ako su svi elementi jednog retka ili stupca 
nule. Razvijemo li takvu determinantu po elementima onog retka ili stupca, u kojem 
su nule, dobit ćemo nulu, jer će se svaka subdeterminanta množiti s nulom. 

4. Determinanta mijenja predznak, ako zamijenimo međusobni položaj dvaju 
susjednih redaka ili stupaca. 

To svojstvo slijedi iz sheme predznaka za računanje determinanata, jer ele- 
menti susjednih redaka ili stupaca imaju protivne predznake. 


82.3 —i 
Na pr. zamijenimo li u determinanti | —4 0 5 | = +117 
5 —l 3 


međusobni položaj prvog i drugog retka, dobit ćemo: 

—4 0 5 
2 3 > | =—-|i7 
S —] 3 


2 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 17 
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+ 5. Determinanta je jednaka nuli, ako ima dva jednaka retka ili stupca. Da to 
dokažemo, pretpostavimo, na pr., da su u determinanti dva prva retka jednaka. 
Razvijemo tu determinantu po elementima prvog retka. Neka je D njena vrijednost 
Sada zamijenimo međusobni položaj jednakih redaka 1 opet razvijemo determi- 
nantu po elementima Prvog retka. Obzirom na svojstvo 4. determinanta će pro- 

mijeniti predznak, pa ćemo dobiti — PD za vrijednost determinante. Prema svoj- 
stvu 1. mora biti: 


D=—D,a odatle je 2D=0 i D =0. 


6. Imaju li svi elementi jednog retka ili stupca isti faktor, taj faktor pripada 
čitavoj determinanti pa ga možemo izlučiti, t. j. postaviti ispred determinante. 

Razvijemo li takvu determinantu po elementima onog retka ili stupca, koji 
sadrži taj stalni faktor, svaka subdeterminanta bit će pomnožena tim faktorom, 
pa je jasno da ga možemo postaviti ispred čitava razvoja determinante. ' 


Na pr. 
đi —2b, Ci a bo 
Qu —2b, Ca =—2 d2 b, Ca 
a, —2b, Ca đa ba Ca 


7. Determinanta ne mijenja svoje vrijednosti, ako elementima jednog retka 
(ili stupca) pribrojimo pripadne elemente kojeg drugog retka (ili stupca) eventualno 
pomnožene bilo kojom konstantom. 

Da dokažemo to svojstvo determinante, pomnožimo na pr. elemente drugog 
retka determinante 


du đu Qu 
du du đa 
Gunsa du 


s:nekom konstantom a, pa ih pribrojimo pripadnim elementima prvog retka, 


Dobijemo du + ada is -+ đa: đa + Adna 
'Qa1 đas đa == 
đu ass dn 


Razvijemo li tako dobivenu determinantu po elementima prvog retka, vidjet 
ćemo, da je možemo prikazati u obliku zbroja dviju determinanata izlučivši prema 
svojstvu 6. konstantni faktor «: 


đu Bra đu 
dar zas. ss 
dar Bsz Bđas 


dir dna đu 
Gu za Bas 
Gur sz da 


+« 


druga determinanta jednaka je nuli prema svojstvu 5., jer ima dva jednaka retka: 


Gu dua đu 
Gay daa a3 
Gsi s du 


a to je zadana determinanta, 


Na pr. pomnožimo li sve elemente trećeg stupca determinante 


2 3 — 
—_4 0 5| =117 
5 —i 3 


s —2, pa pribrojimo li ih elementima prvog stupca, dobit ćemo opet 


2+(—-1)-(-2) a A a 
—_44+5:(52) 8. s5| = |—M4_ 9 S5i=117 
S m0) Zi 3 =b=i 3 


Posljednje sedmo svojstvo determinanata pruža nam mogućnost da znatno 
pojednostavimo rješavanje determinanata. 

Postupak se sastoji u tome, da pribrajajući, ih oduzimajući elemente jednog: 
retka (ili stupca), koje u slučaju potrebe množimo s nekim istim brojem, od pri- 
padnih elemenata drugog retka (ili stupca), nastojimo u jednom retku (ili stupcu) 
sve elemente osim jednoga svesti na nulu, pa po tom retku, odnosno stupcu. 
razvijemo determinantu. 


Primjeri 
1. U primjeru na str. 9 imala je determinanta sustava zadanih jednadžbi oblik: 
2 —3 1 
4= |4 1 7 
I —8 4 


Izračunajmo sada njenu vrijednost na jednostavniji način. U tu svrhu pomnožimo sve ele-- 
mente prvog retka s — 2, pa ih pribrojimo elementima drugog retka. 


Dobijemo: 2 —3 1 
A=|0 7 — 
1 —8 4 


Sada pomnožimo elemente trećeg retka s —2, pa ih pribrojimo elementima prvog reikaz 


13 —7 
A= 


o , 
07 — 
1 —8 4 


Determinantu razvijemo po elementima prvog stupca 


dB iro u 
a=1| : >| =—17+49 =—68 


Jasno je, da bismo prvu i drugu operaciju mogh izvršiti istodobno. 


2 1 —3 4 
1— 4|= 
—6 4 —5 


elementima prvog retka pribrojimo_ elemente trećeg retka 
5 1 — 

= 1 — 4 

—6 4 —5 
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elemente drugog retka pomnožimo s (—-5), a zaum s (+6), pa ih pribrojimo elementima prvog, 
odnosno trećeg retka 


0.36 —1 
-|i sTo 4 =-1|_$5 Hanu 
0 —38_ 19 ss 


3. Izračunajmo na taj jednostavniji način determinantu sustava jednadžbi navedenih u pri- 
mjeru na str. 14: 


5 —3 2 1[ 717 —I 0 9 
l 1 —i 4 2|-7 1 Il 4|_ 
2 10 0 —3 = [2 10 0 —3 
i —I 1 —2i 18 6 0 26 
svojstvo 7) 
7 —i 9[|-10.6 7 —I 9 12. 87 
s +112 10 —3|<l= | 12 0 87| = +1 = 5760 — 4350 = 1410 
8 6.26 —— 1] 50 0 80 50 80 
(svojstvo 1) (svojstvo 7) (svojstvo 1) 


6. Operacije s determinantama 


a) Množenje determinanata 


Pravilo za množenje dviju determinanata drugog reda možemo ukratko for- 
mulirati ovako: 


Množi elemente prvog i drugog reika prve determinante redom s elemen- 
tima prvog stupca druge determinante, rezultate množenja piši u obliku stupaca. 
pri čemu pribroj elementima tako dobivenog prvog stupca elemente drugog stupca, 

Drugi stupac tražene determinante produkta dobit ćeš na isti način zbrajajući 
stupce nastale množenjem elemenata prvog i drugog retka prve determinante 
s elementima drugog stupca druge determinante. Prema tome, množenje dviju 
determinanata drugog reda vrši se ovako: 


đu đu: 
đz1 da 


aubiu + Guba 
anbu + dubu 


Gubiz + Quibaz 


du ba Aiabux + Anabaz 


. bu bia | = 


Na sličan način množimo dvije determinante trećeg reda: 


Qu di dis bu bu bu 
Qaida Q#s < bu Du bu| = 
Ga đ32_ 433 bai 


ba, daa 


dubu + dubu + agda 


ađibii + deeDnr + Guba 
usb + Qosdnr + Qigbar 


dubi + Guba: + 431032 
dubi» + Qaebe2 “H+ Qaabsa 
ubir + Q29d2a + nada, 


b) Kvadriranje determinanata 


Uzmemo li u gore navedenom izrazu za umnožak dviju determinanata drugog 
reda, da su determinante identične, t, j. da je 


Gubi + Guida + dubu 
GuĐua + Qaabas + abs 
QiaDis + Gnabaa “+ Gaabua 


bi =; ba =; b 


Li . 


Dobili smo takozvanu simetričnu determinantu, u kojoj su jednaki elementi, 
što leže simetrično spram glavne dijagonale. 

Izračunaj na isti način kvadrat determinante trećeg reda. Rezultat će opet 
biti simetrična determinanta. 


Primjeri 
1 ib di E. Ee: 6+4-.8 2-7+4 .9 44. 50 4 
4 5 8 917 1[13:6+5.8 3+7+5:9 5B 66 —_ 
2 BE la e +9%.7.3- E 
9 U 7.+3+9 .2 32 +2 mE 
za 1390 39|_25. a 
=029 39 13 = 23 mre 
7. Matrice 


Svrstamo li zn - n elemenata u pravokutnu shemu, koja ima m redaka i n stu- 
paca, dobit ćemo pravokutnu tablicu, koja služi izvorom različitih determinanata, 
pa se zove matrica. 

Dok se determinanta stavi između dva vertikalna pravca, matrica se stavi 
između dva para pravaca. Matrica sama nema numeričke vrijednosti, jer je samo 
pregledno napisan sustav izračunatih veličina, obično koeficijenata jednadžbi. De- 
terminante dobivene iz matrice zovu se njeni minori ili subdeterminante. 


Na pr. iz matrice 


A, BC 
A, B., C, 


možemo dobiti tri determinante A drugog reda uzastopce izostavljajući jedan od 
stupaca, pri čemu svaki put stavimo na prvo mjesto onaj stupac koji neposredno 
slijedi iza izostavljenog: ; 
B, C, 


b=1|1B8 C 


NOE S GR PA _|I4 8B, 
ps Ve o M14: B. 


Navedimo još jedan primjer. 
Kako ćemo kasnije vidjeti iz formule (27a), koordinate vektorskog produkta 
dvaju vektora 


=ap+aj+ak 
bi +bj+bik 


ned 
a 
ns 
b= 
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jesu *determinante_drugog reda, koje se dobiju na gore navedeni način ig matrice 


a, a, a 
bl bob 
iako, da .dobijemo: 
mono a 2 ga 4, 4 4,17 
axb=|, df +1,7 Zljit+ljš giik= 
b, b, b.b, b, b, 


= (ab,—ab)i+(ab—ab)i+(ab,—a)k 


Rangom matrice zovemo broj, koji je jednak najvišem redu determinante 
te matrice, koja se ne pretvara u nulu. Prema tome, ako je rang matrice jednak p, 
tada se' sve 'determinante reda (p -+1)-ga te matrice pretvaraju. u nulu, ali po-: 
stoji bar jedna determinanta reda p, koja je različita od nule. 

Rang matrice pokazuje.broj linearno nezavisnih jednadžbi: zadanog sustava 

Na pr. neka je zadan sustav od tri linearne homogene jednadžbe s četiri 
nepoznanice 


“ 


Ax+8By +Cz + Da =0 
Ax + By +Ceaz + Dat =0 .(a) 
Agx + B.y + C;z + Da =0 


Matrica sastavljena od sviju koeficijenata tog sustava glasi: 


A, BC, D, 
A = | A, BC. D, 
. A, B. CG. Di 


Iz te matrice možemo, na gore navedeni' način dobiti četiri determinante 
* III. reda: 


B, Ci D, CG, DA D 4 8B, 
di= B, C, D, PAr= C, D, A | A, = D, A, B, 
B, C, D, C, D, A, D., A, B, 

Aa Bi GC 

A=1|4 B, € 

A, B GC 


Ako je tri rang matrice A, t. j. ako su sve determinante A,, A,, Az i A, razli> 
čite od nule, ili bar jedna od njih različita od nule, tada gornji sustav (a) jednadžbi 
ima tri linearno nezavisne jednadžbe, koje daju jedno određeno rješenje sustava. 

Gore navedena matrica A drugoga je ranga, ako je bar jedna od triju determi- 
nanata, koje izlaze iz matrice izostavljanjem jednog retka i stupcaj različita od nule. 
Ona je, konačno, prvog' ranga, ako je determinanta, koja izlazi iz matrice A izo- 
stavljanjem jednog retka i dvaju stupaca, različita od nule. 

Često se govori i o rangu determinante, ako je determinanta različita od nule 
i.reda n-toga; njezin je rang jednak njenom redu, t. j. 1. 


$ 2. VEKTORI U PROSTORU VEKTORSKA ALGEBRA 


1. Općenito o vektorima i skalarima 


Pod vektorom razumijemo veličinu, koja je određena ) 
1) svojom apsolutnom vune ku ili modulom, ili duljinom izraženom nekim 
mjernim brojem, 
2) smjerom (pravcem) i 
3) smislom. nami 
Vektor prikazujemo u obliku strjelice i .1 
označujemo ga malim slovom sa strjelicom, na 


pre 2. Duljina strjelice, koja prikazuje vektor, e 


Be 
predočuje njegovu apsolutnu vrijednost |v| =v, 
a nanesena je u nekim odgovarajućim jedinica- Sl. 15 

ma (sl. 15). 

Svaka usmjerena veličina jest, dakle, vektor, na pr. sila, pomak točke, brzina, 
ubrzanje. Veličine, koje su određene samo svojim mjernim brojem, pozitivnim ili 
negativnim, zovu se skalari, na pr. temperatura, gustoća, masa, radnja i t. d. 

Vektori u ravnini već su nam poznati, govorili smo o njima u I. dijelu Repeti- 
torija prikazujući kompleksne brojeve u obliku vektora. Znamo, također, zbrajati 
i oduzimati vektore. Pri oduzimanju vektora pamtimo, da je vektor razlike 


SI. 17 


uvijek uperen prema minuendu. (Vidi 
sl. 16 i 17). 

U daljnjem izlaganju govorit ćemo 
o slobodnim vektorima, t. j. o vekto- 
rima, koji nisu vezani na jednu točku; 
Si. 18 ' Sl. 19 pa ih možemo usporedno, pomicati 
(translirati). 


> > 
Prema tome, jednakost a = b znači dva jednaka i usporedna vektora istog 
smisla (sl. 18), dok a = —b znači, da su ti vektori protivnog smisla (sl. 19). 
Primijetimo još, da umnožak skalara mn i vektora g. Vvtj. mo V predočuje: vektor, 


koji'ima smjer vektora o, kojemu je apsolutna vrijednost m. lv] = mv, t.j. m puta 
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te 


HR 
veća od 2, i koji ima za m > 0 smisao vektora v, odnosno protivni smisao za m <0. 
(Sl. 20). 


Iz toga slijedi, da svaki vektor » možemo prikazati kao umnožak duljine v 
toga vektora i jediničnog vektora ili orta »%, kojemu je duljina, t.j. apsolutna vri- 
> 
jednost |v| = 1, pa je 


. ==? Ve (1) 
(Vidi sl. 21). 


zam>o 2a m<e 


Sl. 20 


Iz posljednje jednakosti slijedi da je 
di (2) 
“ 


jedinični vektor dobijemo tako, da zadani vektor podijelimo s nje- 
govom apsolutnom vrijednosti. 

Položaj vektora u prostoru odredujemo obično pomoću prostornog pravo- 
kutnog koordinatnog sustava. | 


2. Prostorni pravokutni koordinatni sustav, koordinatne osi i ravnine 


Za određivanje položaja točke u prostoru služimo se obično pravokutnim 
koordinatnim sustavom. Taj sustav čine tri međusobno okomita pravca, koji ne 
leže u jednoj ravnini. To su koordinatne osi X, Y 1 Z. One se sijeku u jednoj 


točki O — ishodištu koordinatnog sustava. 
si i + 
RUSE ti) 
Ze 


, 
t 
' 
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Za predočivanje položaja i smjera vektora u prostoru uzima se t zv. desni 
koordinatni sustav prikazan na slici 22. 

Taj sustav zove se desni, jer koordinatna os ++.X prelazi u koordinatnu 05 
+ Y okretanjem na desno, t. j. u smislu protivnom gibanju kazaljke na satu. Na 
isti način prelazi os +Y u os +Z,a0s +7 u os -+.X. Označimo li na slici 22 s 
+ X koordinatnu os + Y,a s + Y koordinatnu os + X, dobit ćemo lijevi koordi- 
natni sustav. 

Kako dva pravca, koji se sijeku, određuju jednu ravninu, koordinatne osi 
X, Y i Z određuju tri međusobno okomite koordinatne ravnine: hori- 
zontalnu X Y i dvije vertikalne: ravninu YZ, koja je ispred nas, i ravninu XZ, 
koja je sa strane. Te tri ravnine dijele prostor u osam dijelova — oktanata. Po- 
ložaj svake točke 7 u prostoru posve je određen s tri koordinate“ apscise x, ordi- 
nate y i aplikate ili kote z (sl. 22). Kao svaki geometrijski lik imaju koordinatne 
ravnine i osi svoje jednadžbe. 

Kako se vidi iz slike 23, za sve točke, koje leže u ravnini X Y, uvijek je kota 


z = 0, pa je 
z = 0 — jednadžba koordinatne ravnine XY. 


Iz sličnog je razloga 


y == 0 — jednadžba ravnine XZ 
x = 0 — jednadžba ravnine YZ 


Os X je presjek koordinatnih ravnina XY i XZ, kojima su jednadžbe _z = 8 
i y=0, pa je 


z=0 


+0 jednadžba osi X 


Do istog rezultata dolazimo uočivši, da je za sve točke na osi X: y=01i 


"= 


2 


Iz sličnog je razloga 


jednadžba osi Y 


| jednadžba osi Z 


3. Komponente vektora. Njegova duljina i smjer 
Svakoj točki f(x, y, z) prostora možemo dodijeliu jedan vektor spojivši prav- 
cem tu točku 7 s ishodištem O koordinatnog sustava, i orijentiravši taj pravac 
prema točki T (sl 24). Taj vektor r zove se radijvektor, jer izlazi iz ishodišta O. 


Duljina spojnice OT je njegova apsolutna vrijednost |r| =», a njegov smjer i 
smisao određen je kutovima «, B i y, što ih vektor zatvara s koordinatnim osima 
+X, +Yi +Z. Ti kutovi računaju se od pozitivnog smusla koordinatnih osi i 
primaju vrijednosti od 0 do 180". 
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Iz pravokutnog trokuta OTT' (sl. 24) 

imamo: 

ri=0T*+»2* 
A kako se iz pravokutnog trokuta; OMT" 
vidi, da je 

OT" =at 41, 
dobijemo važnu . formulu: za ;duljinu- ra- 
dijvektora 


r=+Vstyi+z (3) 


Ta formula daje istodobno udalje- 
SH. 24 nost točke T(x,y, z) od ishodišta 
O. To je prostorni Pitagorin poučak. 
Iz pravokutnog trokuta OMT slijedi (kut OMT je pravi kut, jer je os Y 
okomita na desnoj pobočki paralelopipeda, dakle je okomita.na svakom. pravcu, 
koji leži u toj pobočki) 


Ea 


ćos B = : 


Na isti način dobijemo iz pravokutnih trokuta ONT i OPT 


X. 
cose = — =: 
T 


8 
ta 
TD 
l 


GaSrETET (4) 


“To su takozvani kosinusi smjera vektora ili općenito bilo kojeg 
prostornog pravca. 

"Kvadriramo li i zbrojimo li-izraze (4), dobit ćemo važnu vezu između kosi- 
nusačsmjeratvektora; odnosno pravca: 
anje _"+yke 
Costa -- cos?B -+ costy = HKyrr? 
ili 

cos*a + c0s?8"+ costy = 1 : (5) 


Iz te formule vidimo, da je jedan kut, na 
pr. cos v = + \ 1—costa—cos*B određen, ako 
su poznata druga dva kuta « i (B. Ostaje ne- 
određen samo predznak kosinusa, a to znači 
samo neodređenost smisla, a ne smjera, jer 
prema slici 25. imamo 


cos yo = cos(180%? —Yj = — cos y 


Negativni predznak bilo kojeg kosinusa 
smjera vektora pokazuje dakle, da dotični kut 
leži u drugom kvadrantu. 


Iz slike 24 vidimo, da radijvektor r rasta- 
vljamo u njegove skalarne komponente tako, 
da konstruiramo pravokutni paralelopiped; ko- 
jemu je jedan ugao točka T, dijagonala radij- 


SL. 25 
vektor.r, a bridovi su skalarne komponente 
=> 
tog radijvektora r; 
t=x n=y 1 r=z 
Uzmemo li u obzir formule (4), dobijemo 
rn=x=rT co E 
r,=y=r co B | skalarne komponente vektora r (6) 
rq.=z=r:c0y 


Skalarne komponente Vaše radijvektora jesu koordinate nje- 
gove krajnje točke. 


Primijetimo, da ćemo u daljnjem izlaganju skalarne komponente vektora 
jednostavno nazivati komponentama vektora. 


Da dobijemo i vektorske komponente radijvektora 7 uvedimo osnovne 


—> 


jedinične vektore: z na osi PA na osi Yi k na osi Z, pri čemu je 


Tada su prema slici 24 i formuli (1); 


—+ 


nn =x.1 
— — 
1 =) 
as 
z.k 

pa radijvektor r pišemo obično u obliku geometrijske sume: 


ra=xi+y3+zk (6a) 
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Napr= Bt 23; — k predočuje radijvektor, : kojemu krajnja točka T ima 


koordinate (2, 2 — i), pa su = be r,=2ir, = —I njegove skalarne kompo- 
nente, dok su r, =21, pi = 2; jirn=— k njegove vektorske komponente. 


Prema formulama (3) i (4) možemo lako izračunati duljinu vektora i 
kutove a, Bi y, što ih_taj vektor zatvara s koordinatnim osima: 


Prema (3) r=+V4+4+1=3 


Prema (4) Cosa = + = 0,667 
2 
cos B= TI? 0,667 
sY = s 0,333 
Cos Y = 3 = > 


Proba prema (5) 


cos?a ++ cos'B + costy = 0,667?" + 0.667? + 0,333: = 
= 0,445 + 0,445.+ 0,110 = 1,000 
Konačno .dobijemo: 

a = 48"10' 

B = 48"10 

Y =.180% — 83%40' = 9620: 


Sve račune: vršimo; naravno, logaritamskim računalom. 
Analitički:izraz (6a) za vektor 


—> 


ri=xi+yj+zk 


ima“tu veliku“prednost,ršto"se zbrajanje, odnosnoroduzimanje vektora napisanih 
u tom obliku. svodi .na jednostavno algebarsko zbrajanje, odnosno: oduzimanje 
njegovih istoimenih komponenata, jer su komponente svakog vektora projekcije, ' 
tog vektora 'u smjer koordinatnih osi, pa sve istoimene komponente imaju isti 
smjerr— smjer dotične koordinatne osi. 


Nalpr. n=  3:1—5j+6k 
ne=—=đ4itji —7JR 
mbnzm=izd; £4% 


sixrel Ti =6aA8k: 


> > 
Izračunsj zi za vježbu duljinu. i.smjer;t/j. kutove a, f_i yzadanih“vektora r, i ričajtakođer 


vektora zbroj se i razlike“ ZI 
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Uzmimo sada važan poseban slučaj. Neka je zadani radijvektor jedinični, t. j. 


ra=+\xg+y +8 =1. Tada prema (4) imamo: 


x = cose 
y =cosB (7) 
Z = cy 


To znači: ako je vektor jedinični, tada su skalarne komponente 
toga vektora njegovi kosinusi smjera. 

Iz toga slijedi: ako hoćemo da nekom pravcu u prostoru dodije- 
limo smjer, dovoljno je da mu dodijelimo jedinični vektor. 

Primijetimo, da taj pravac ne mora prolaziti ishodištem koordinatnog sus- 
tava, jer se njegov smjer ne će promijeniti, ako ga paralelnim pomakom prenesemo 
u ishodište. 


Kako prema (2) jedinični vektor ve, koji pripada zadanom: vektoru 2, dobi- 


jemo tako, da v podijelimo s njegovom duljinom .v, bit će jedinični radijvektor 


fo =_=2 +>1++k D 
pa je cosa = — cos B = 2, cos Y = —, a.to su naše formule (4). 


Uzmimo sada da zadani vektor 4 nije radijvektor, t. j. ne izlazi iz ishodišta 


koordinatnog sustava, već polazi iz točke A(x,y Zi), a svršava u točki B(x,, 
Ja Za). (Vidi sl. 26). 


- 


> Ka 
Dodijeimo točki A(x,, y,», Z,) radijvektor a, kojemu su komponente (y,, a 
ET 
ix,» 
točki B(x Ye 22) radijvektor b 1y2, t. j. dodijelimo točkama A i B vektore 
Z. 
a= zA dok VI 1+ žik 
ši (a) 
b= xd i+ Yu) po zak 
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Iz slike 26 vidimo, da je vektor d razlika vektora 214, 4.j. d =b—a (vidi 


također sliku 17), pa iz jednakosti (a) slijedi: 


> — 
d=b— 


=(x—mli+(Y—9)j+ (8 
d,=x—x 


Prema tome vektor d ima komponente £2, =91—) 
d, = 2-2, 


njegova duljina prema (3) glasi: 


d=+\dPFrdrdi 


ili obžirom na (8) 


_zvik 


d=+\V(x:—x)' + (9-9) + (23 — 21)? 


(8) 


(9) 


Ta važna formula daje također međusobnu udaljenost dviju točaka 


A(xo 90 21) i B(x. Ya Za) U prostoru. 


Kosinuse smjera vektora d dobijemo prema (4): 


puja 
ur dajos a 
d JYa-— Ju 
== = 
cos B I mI 
oy=F=E = 


(10) 


=> — 
Primjer. Odredi duljinu i smjer vektora d == AB, gdjeje A4(3, —2,6) i B(—1,0, —4). 


Prema (8) 2(d=—i—3=—4 
(4- 0+2= 2 
de= —4—6=—10 

pa je d=—4:1+2j5—10k 


Prema (9): d=+VOE9$? + (2+ CI10) = ICI 4+ 100 = V126 = 10,95 


—4 
Prema (10): c05% = 10,93 = — 0365 
2 
cos B 10,95 = 0,183 
10 
đ5Y= 1095 = — 0,913 


Proba: cos? + cos?B -+ costy = 0,133 + 0,033 + 0,834 = 1,006 
& == 180“ — 68%40 = 111*20 
B = 7930 

Y = 180% — 24% = 156" 


Konačno 
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4. Skalarni ili unutarnji produkt dvaju vektora 


. Svaka grana matematike ima svoje simbole ili formule za izraze, koj: često 
dolaze. Već smo u srednjoj školi naučili (a + 6), (a +6)*, (a +b) * (a —b) 
it. d., pa se posve mehanički služimo tim formulama. Tako i vektorska algebra ima 
svoje simbole, koji nam izgledaju u prvo vrijeme tuđi.i nerazumljivi, iako nisu 
ništa kompliciraniji od gore navedenih. Uzrok je tome samo taj, što nemamo do- 
voljno .vježbe u računanju s tim simbolima: Zadatak je svakoga, tko studira višu 
matematiku, da mu simboli vektorske algebre budu bliski i razumljivi, tako da 
se može njima služiti kao s običnim algebarskim: formulama. 

Najjednostavniji od tih simbola jest skalarni ili unutarnji produkt 
dvaju vektora a ib. 
ha sj ... . kRg dna . . 
Oznaka skalarnog produkta: (a b) ili jednostavno a b, pri čemu držimo 
uvijek na pameti da je to skalar! 
Pod skalarnim produktom dvaju 
vektora razumijevamo umnožak dulji- Lj 
na tih vektora i kosinusa kuta izme- 
đu njih: . o 
Prema slici 27 skalarni produkt vektora 
> -> 
aib glasi, dakle: 


>> ' a 
ab=a.b.cos e (11) Sl. 27 


Primijetimo, da skalarni produkt može biti i negativan, i to kad kur, što ga 
međusobno zatvaraju vektori a ib, leži u II. ili III. kvadrantu. 
Kako skalarni produkt možemo napisati i u obliku 


——> 


ab=a.b coseg=b.a.cos ' (1la) 


možemo ga obzirom na slike 28 formulirati i ovako: 

Skalarni produkt dvaju vektora jednak je umnošku duljine jed- 
nog vektora i duljine projekcije drugog vektora u smjer prvoga. 

Iz (1la) slijedi: 


>> Za 
b=b.ase= = i a =a-oo==A> (12) 


< Ka 
------- Scosf --------= ; 


\ 
PAR, oj 
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To znači: da dobijemo duljinu projekćije jednog vektora u smjer drugoga, 
dovoljno je podijeliti skalarni produkt vektora s duljinom tog drugog vektora. 


Ako je jedan vektor jedinični, na pr: vektor b = b,, pa je b. = 1, tada skalarni 
produkt prema (11) prima oblik: 


> 


ab.=a.1.cosoQo =acoso (12a) 


a to je prema slici 28 duljina projekcije vektora a u smjer vektora b. Prema tome: 
da odredimo duljinu projekcije jednog vektora u smjer drugoga, možemo postu- 
pati i tako, da izračunamo skalarni produkt prvog vektora i jediničkog vektora, 
koji pripada drugom vektoru (vidi dalje primjer 1). 

Kao karakterističan primjer za skalarni produkt navedimo radnju A; što je 
vrši stalna sila S na putu s. 


Znamo da je radnja umnožak puta i projekcije sile u smjer puta, pa prema 
slici (29) imamo: 


t _>—> 
A=s:Scose =S.s.cos Q = prema (Il) = S s 


Radnja stalne.sile je dakle skalarni produkt vćktora sile i vektora pomaka. 
Ako je & = 90", t. j. ako je smjer sile okomit.na smjer puta, radnja A =0, 
ijer je cos 90% = 0, 


Prvi posebni slučaj. 
Neka su vektori međusobno okomiti: a 4 6, t.j. o = 90" 
Prema (11): ab=a.b.cos9=a.b.0=0 


Uzmimo obratno: neka je skalarni produkt dvaju vektora jednak nuli: 


ab=a.b.c05e=0 


Kako je a=#+0ib-+0, mora biti cos e = 0, t. j. & = 90", odnosno 270", 
Slijedi praktički vrlo važno pravilo: 

Da su dva vektora međusobno okomita, nužno je i dovoljno, 
da je njihov skalarni produkt jednak nuli. 

Pada u oči razlika između skalarnog produkta dvaju vektora i produkta dvaju 
brojeva. Posljednji je jednak nuli kad je jedan od faktora jednak nuli, dok se ska- 


larni produkt poništava osim toga i u slučaju, kad su oba vektora međusobno 
okomita. 


Posljedica 


>> >> 


ij=ji=0 
ik=kj=0 (13) 
kim 


jer su osnovni jedinični: vektori međusobno okomiti (vidi sl. 24). 
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Drugi posebni slučaj. 


PS + “g. .3. s Ž 
. Neka.su vektori'aci b kolinearniti j. međusobno paralelni'ilitleže na istom 
pravcu, i neka su istog smisla,.t. i: kut &.=.0. Prema;(11) imamo: 


abadi dosa (14) 


Skalarni produkt dvaju paralelnih vektora istog smisla jednak 
je umnošku njihovih duljina. 
Ako,su kolinearni vektori protivnog smisla, kut o = 180", pa je 


* 


aheu b vest ==—a:b 


T. j. jednak je negativnoj vrijednosti umnoška njihovih duljina. 
Posljedica 


Neka su vektori a i & jednaki, t.j. 6 =a. 
Prema (14) imamo: 


qa=a=a ana (15) 


Skalarni kvadrat vektora jednak je kvadratu njegove duljine. 
Qdatle slijedi: ; 


2, a2i51 
"o =), ME (16) 
>>> >> 
kk=k =LP=1 


Skalarni kvadrat jediničkog vektora je 1. 
Za skalarni produkt vrijedi: 
1. Zakon komutacije, 

jer je prema definiciji skalarnog produkta 


ba=b . a -.cos o = prema (11) sah 


2. Zakon distribucije 
Lako se dade pokazati da je 


> >> 


(a4+b) (Cdd)=ac+bc+ad+bd (17) 
Prema tome je na pr. 


_2 23 


le kis kenan «prali žačLO rjektvka. duo 
=a +e 2abcose + 56 


3 3B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 33 


2 2 
(a+b) (a—b) =a —b = prema (15) = a"— 56" (17b) 


Izrazimo sada skalarni produkt dvaju vektora pomoću komponenata tih .vektora.. 


Tražimo a b, gdje je 


=bi+bi+bE 
Kako za skalarni produkt vrijedi zakon distribucije, izmnožimo skalarno 


izraze za a i b prema formuli (17), pri čemu skalarne komponente množimo obično 
kao brojeve, a jedinične vektore množimo skalarno: 


eb= ax- b,(1 i) + 4 - bj i) + aB,(k i) + ablij) za ab,(3 1) + a.b(kj) m 
+ab(ik) +ab,(3E) +4,,(kk) 


Uzevši u obzir da je prema (13) 


j jere karike ere O 
a prema (16) 
rođ ori 
dobijemo: 
ab=ab,+a,b, +a,b, (18) 


Skalarni produkt dvaju vektora jednak je zbroju produkata 
istoimenih skalarnih komponenata tih vektora. 


Na taj način računa se obično skalarni produkt dvaju vektora. 
Na pr. za pe i 3j 1k 
helisćojašk 
ab=5.1+(—>3) -G2)+7.(>>B)=5+6—56=—45 


S 


Kut dvaju vektora 


Prema (11): ab=a.b.co50e 
Odatle ćos mr 19 
Ph (19) 
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Kosinus kuta, što ga međusobno zatvaraju dva vektora, dobi- 
jemo tako, da skalarni produkt tih vektora izračunavši ga, pedije- 
limo s umnoškom duljina tih vektora, 


> > 


Na pr. traži se kut, što ga međusobno zatvaraju vektori a i b, gdje je 


G=— i+25—3k 
rani dai 
Prema (19), (18) i (3) imamo: 
—1(>5)+2-:1—3 :6 ll lt ti 


. - =——==- s = — za = —0373 
deu Vi+4+5.V25+1736 Vi4 . Vs2 Va68 29,5 ? 


g,=> 68%, odnosno g == 180? — 68% = 112". 


Poseban slučaj: Neka su a i ie jedinični vektori, t. j. ia] =a=li 
|18.| =be = 1, tada prema (19): 


oo < idi“ (19) 


To znači: ako su vektori jedinični, njihov skalarni produkt daje 
neposredno kosinus kuta, što ga ti vektori međusobno zatvaraju. 


Navedimo nekoliko primjera za primjenu skalarnog produkta. 
Primjeri 


1. Odredi projekciju vektora a = 6#—10/—Bkusmjervektorab =2f+j—2k. 
Prvi način prema (12) i (18): 


Duljina tražene projekcije: c = B;2 PI 0 PE BI E- = 


V4+1+4 
12—10+16_18_, 
Vo ho 
Drugi način prema (2), (12a) i (18): 
=> — nu 
So 2i+7—2 2%. 5 am 
=== =<2i+-j>—<% (a 
i NETTIE aa | 
2 1 2 10. 16 
> 


ba 
Time smo dobili samo duljinu projekcije vektora a u smjer vektora 58. Da dobijemo kom- 

La h. ku sa —_ pa 
ponente toga vektora u smjeru koordinatnih osi, uočimo da taj vektor leži na vektoru &, pa ima 


ke 
iste kosinuse smjera i da su komponente jediničnog vektora & kosinusi smjera toga vektora. 
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Prema (6) i obzirem na (a) dobijemo: 


2 
3 


1 
x = ccosa = 6 - =4 oy =reosB=6.--=2 Peresu 6.(—2)-—« 


Do isteg rezultata možemo doći jednostavnije prema formuli (1); 


4 <. drže, IEEŽI 2 e. 1 
fa cb=6(fi+3i—24) 4t+2/—4k 


2. Dokaži da su dijagonale romba međusobno okomite. 


>> 


Smatramo dvije stranice romba kao yektore a i & (nariši sliku!). Tada su dijagonale romba 


+ >>> > 


vektori a 4 bia—b. Izračunajmo skalarni produkt tih dijagonalnih vektora: 


> —> 


(a +>b)(a—b) = prema(17b) =a? —b? =0, 


jer su u rombu stranice jednake (b = a). 


Dokazali smo, da je skalarni produkt dijagonalnih vektora jednak nuli, dakle su ti.vektori; 
t. j. dijagonale romba, međusobno okomite. 


3. Izvedi pomoću skalarnog produkta kosinusov, poučak. 


-. > 
Označimo dvije stranice zadanog trokuta (sl. 30) kao vcktore a i 6. Tada odgovara trećoj 


e > > — 


stranici € vektor c =a—b 
Kvadrirajmo skalarno taj izraz. Prema (173) imamo: 


c=a"—2(ab) +67 
Prema (11) smamo 
€ =a" —2abcosy +6? 
ili =a +b*— ab cosyY 


a to je kosinusov poučak za stranicu c trokuta. 
\ 


Sl. 30 SL. 3I 


4. Zadane su četiri točke u prostoru B(1,-—>2, 3), 14, —4;—3),D(2, 4.3) 1 C(8, 6, 6). 


Izračunaj duljinu d projekcije vektora AB u smjer vektora CD. 
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Prema (8): 
AB=((—4)i+(—2+4)54+(3+3)k=—31+21+6k 
=(2—8)/+(4—6)1+(3—6)k=—61—2j—3k 
Prema (12) i'(18): 


ao 2B-OD_—3-(—0+%—M+6.(—)_+18—4—18__4 
ED. V56+4+9 V49 u 

4 

d=75 


5: Izračunaj kut, što ga"međusobno zatvaraju raspolovnice ravnine XZ i YZ. 


> 
Dodijelimo raspolavnicama radiivektore 7, ir,, pa traženi kut odredimo kao kut tili vektorw 
(sl. 31). 


Prema slici 31: 


> > > 
nh=1i+k 
> > 
n=jt+hk 


Prema (19) i (18): 


5. Vektorski ili vanjski produkt dvaju vektora 


To je drugi vrlo važni simbol vektorske algebre. 


Vektorski produkt vektora a i b označuje se s 
lud] ili a x b 
pri ćemu pamtimo, da je to vektor. 
'Pokažimo, što se razumije pod duljinom, 
smjerom i smislom toga vektora a x o (sl. 32) 


> 


Duljina je vektora a x b, t.j 


laxb|=a-b. sino (20) 


Smjer je okomit na ravnini, koju odre- 


SI. 32 


> > 
đilju. vektori a i b. 

Smisao je određen pravilom desne ruke (palač je vektor, koji'stoji'na"prvom 
mjestu, kažiprst — drugi po redu vektor, srednji prst pokazuje tada smisao. 


vektorskog Predis) ili pravilom desnog vijka, ili desnog koordinatnog sustava 
(vidi sl. 22). 
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> > 


Pravilo, desne ruke jasno pokazuje, da vektor bxa ima protivni smisao od 
vektora axb (vidi sl. 32) t. 


> — > —> 


bxa=—axb 


Za vektorski produkt ne vrijedi dakle zakon komutacije. 
Iz definicije vektorskog produkta slijedi, da-je 


52 2+ 


ixj= k 
jer je prema (20): 
duljina vektora ix j: 
Izxjl=1-1.sn90 =1, 
njegov smjer je okomit na ravnini XY, ima 
dakle smjer osi Z, a smisao je uperen prema 


gore (pravilo desne ruke ili desnog koordina- 
tnog sustava), a to je osnovni jedinični vektor 


k (sl. 33). 
Dakle 
neni 
2 > (21a) 
ali: Jo X i=—hk 
Iz istog razloga 
ask (216) 
kxje—i 
kxi= g 
om m (21c) 
ix k=—)j 


Konstruiramo li paralelogram, kojemu su stranice a i b (sl. 32), tada je povr- 
šina toga paralelograma 


S=a.h=a.b sno = prema (20) = |a x b| 
t. j. duljina vektorskog produkta numerički je jednaka površini paralelograma, 


kejemu su stranice duljine vektora, koji čine vektorski produkt. 


Odatle slijedi, da svakom omeđenom dijelu ravnine možemo dodijeliti vektor, 
ako rub toga dijela ravnine orijentiramo. 
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SI. 34 SL. 35 


Prema tome; trokutu možemo dodijeliti polovinu vektorskog produkta, jer 
površina trokuta iznosi samo polovinu površine paralelograma (sl. 34), a površini 
S.uslici 35.vektor S kojemu je duljina |S | = S, pri čemu pomoću pravila desnog 
vijka lako određujemo smisao vektora. 

Kao primjer za vektorski produkt nave- RAF 
: 2 : M=Tx 
dimo'moment sile F obzirom na točku O (sl. 36). 

Tvrdimo, da je moment jednak vektor- 
skom produktu vektora položaja r i vektora 
Sile F, t. i. 

- + > 
M=rxF. 


Znamo, da je moment sile obzirom na to- 
čku jednak umnošku sile F i kraka d, t. i. 


M=F.d=prema sl. 36=F.r.sno, 
a to je apsolutna vrijednost vektorskog pro- 


dikta r x F, jer je 
IM|=M=|r x F| = prema (20) = r - F > sino 


iz toga slijedi; da moment sile obzirom na točku možemo prikazati u obliku 


vektora M = r x F (sl. 36). 

Primijetimo, da i spreg sila možemo predstavitii kao vektor, kojemu je apso- 
lutna vrijednost jednaka momentu toga sprega, smjer mu je okomit na ravninu 
sprega, a smisao je određen pravilom desnog vijka. 


Prvi posebni slučaj 


Neka su vektori a i 6 međusobno okomiti, t. j. P == 90" 
"Tada prema (20): ' 


laxb|=a.b.sn90=a.b a 
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Ako su vektori: međusobno okomiti, apsolutna vrijednost nji- 
hovog vektorskog produkta jednaka je umnošku njihovih duljina. 


Drugi posebni slučaj 


Neka su vektori Kolinearni, t. j. paralelni, ili neka leže na istom pravcu. 
U tom je slučaju g = 0 ili 180% pa prema (20) imamo: 


laxb|=a-.b .sin0=0. 
Vrijedi i obrat: 
Izlaxb|=a.b.sin0 =0 slijedi, dauza +0ib=+0 mora biti e = 0 
ili 180" 
Prema tome je za &:=.0 ili 180" 
axb=0 (23) 
Da su dva vektora međusobno paralelna, nužno je i dovoljno, 
da je njihov vektorski produkt jednak nuli. 
Posljedica 
Kako pod jednakim vektorima razumijevamo vektore iste duljine, istoga 


e 
smjera i istoga smisla, jednaki vektori su međusobno paralelni, pa za b = a imamo 
prema (23): 


axa=0 (24) 
Vektorski kvadrat vektora jednak je nuli. 
Prema tome : 
ixi=0 
ixj=0.: | (25) 
kxE=0 


Za vektorski produkt 
1. ne vrijedi zakon komutacije, jer je, kako smb već vidjeli, 


hkaziesa sE (26) 


pa vektorski produkt nema svojstva komutativnosti, koje je skalarni produkt još 
sačuvao. i 
2. vrijedi zakon distribucije 


> -> -> >> 


Grba disaxe kisela kdtbkhsa (264) 
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Prema tome je ma pr. vektorski kvadrat 


(+86) x ndtjssNi IVE KI LELE = prema (24) i 
Goa x bas E0206 


i 


a (a—bx(atbj=axa—bxataxb—bixt 
sije Pre aje nj (26) 
= prema(24)i(26) =axb+axb=2(axb) 


Budući da za vektorski produkt ne vrijedi zakon komutacije, pri vektorskom 
manoženju ne smijemo «mijenjati redoslijed faktora! 


izrazimo vektorski produkt 'dvaju vektora pomoću njihovih komponenata. 
U tu svrhu izmnožimo vektorski vektore 


=> > 


a= da a] + a, 

b=bi+bj+ba 
uzevši u obzir, da za vektorski produkt vrijedi zakon distribucije (268): 
axb=abli Xi +ab(li xi) +ab(kXxi)+ab(iXx1) + 
+ab( xj) + a,b,(k X 1) +abi x k) +4,b,(3 x k) + a,b,(k x E) 


Uzevši u obzir formule (21) 1 (25) dobijemo: 


axb=0+ab(—k) +abj+abE+0+46,(—i) +48,(—j) +a,b,i +0 
ili 


axb=(ab,—ab)i+(ab—adb)i+(ab,—ab)k (27) 


h 


Taj izraz za vektorski produkt možemo napisati u obliku determinante 


— —_> 
ax b= 


(274). 


e] 
Kn 
KJE! 


2 


2% 
1 
a, 
b, 


jer, razvijemo li determinantu po elementima prvog retka, dobijemo: 
i(ab,—a,b,)—j(ab.—a,b,) +k(d8,—a,b) = 
=i(ab,—a,b,) +j(a8,—a,b,) + k(a,6,—a,b,) = prema (27) =a x b 


(widi također & 1,7. Matrice). 
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Primjer 


> > 


Izračunaj duljinu i kosinuse smjerafvektorare'= 1x b i dokaži, da je taj vektor okomit 


as o 
ma Vektorima'a.1b, 


Prema (27a): 


Proba :2c0s?a + cos? B + cosžy = 0,235 + 0,529 + 0,235 = 0,999 = 1 


Da dokažemo, da je vekto; 
> > 


pri.čemu je 


qe i—2j+2k 
' -. 


baBinij— sk 


: s : =1i(12—4)—j(>6—90+k(2+6) =81 +12)+8k 


> > 
c=laXb|=+V4+14 +64 = V272 = 16,5 


8 

ces a = 165 = 0,485 
12. _ 

cos B= 165 = 0,727 


_ 


produkte vektora c i aja .zatim ci. 


Prema (18). imamo: 


ola 
Kako su oba skalarna produktačjednaka“nuliftvektor:e stoji okomito na vektorima 
to, nam je*poznato.prema definiciji smjera vektorskog produkta (vidi sl. 32). 


—>— 


—_>—> 


cb=8.-3+12+2+8—6) =24 +24 —48 =0 


Kut dvaju vektora 


Iz (20) 


Slijedi 


ca=8-1+12—>2)+8-228—24+16=0 


rc=a x b okomit na vektorima a,i b, izračunajmo skalarne 


+. > 
aib, a 


(28) 


Kut dvaju vektora možemo dakle izračunati i iz njihova;vektorskog produkta. 
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Poseban slučaj 


Ako su vektori jedinični, t.j. |2.| =a. =1i|b,| =b, = 1, tada prema (28): 


sne = [ao x be (283) 


t. j. apsolutna vrijednost vektorskog produkta dvaju jediničnili 


vektora jednaka je sinusu kuta, što ga međusobno:zatvaraju ta dva 
vektora. 


Odredimo na pr. kut vektora 


koji smo u primjeru na str. 35 već odredili pomoću skalarnog produkta, pa smo dobili cos € = 


= — 0373, 
Prema (27)" 
—> DE k ij k (E) k 
a x —_2 —=3(|i=|— 2 =3|i=1| 2 —=3|= 
—5 1 6 —_6 3 3 —T 5 0 


=k-5410+3514+1)= 151+211+9kK 


Prema (28) i (3): 


V225 + 441 + 81: 747 747 
sin = = = V0,862 = 0,92 
AairrrsArrsrsim kris kia Pla 
Proba: sin? o + cost o = (—0,373): + (0,929)? = 0,138 + 0,862= 1 - 
9268 ih ==180%—68" = 112" 


Primjeri za primjenu vektorskog produkta, 
1, Izvedi vektorski sinusov poučak za trokut. 
Stranicama a, b, c zadanog voku ABC dodije- 


limo sektore a, phi ic(sl 37). 
-+ —> + 
Kako je prema slici c =a —b, mežemo pisati 
da su jednaki i vektori: 


\ 


nimo. 
cxa=(a—b) xa 
ili 


-> > > > > > _>+ — 
cXa=axa—bxXa=axb 
gre a Ek 
Dakle: EX a = axb 
g > > > > 
Odatie: cxal=lax6/ 


iki prema (20) i sla 37: 


43" 


c-a-snB=a.b.smy 
Odatle: bre=snB :smny. 


- > > 


Primijetimo, da ćemo doći: do istog rezultata, ako jednakost c = a — b pomnožimo veka 
> 


torski s a. 
2. Izvedi vektorski Heronovu formulu za površinu S trokuta. 
B => > 
Budući da površini trokuta odgovara polovina vektorskog produkta vektora a i b, imame 
prema sl. 37; 


S=—=laxb | 


ili, ako obje strane te jednakosti kvadriramo. 
i 
LJ Va ak 
axb 


gi 2 
2 s 


Odalle_ prema (20) i slici 37: 
S = z (a+b+.sny) = Kaje sin Y 
4 4 


Pomnožimo li tu jednakost s 4 i uzmemo li u obzir da je sin?y = | — ces*y dobijemo 


4S? = a?b? — a2b? cos?y 


ii prema (11) 


2 
45? = ab? —\a :| (a) 
Prema (172) znamo da je 


Ze =a-—2(ab) + & 
ili 


e =a2— Ua b) + 7 


jeraje prema slici i (15) 


Odatle 


Uvrštenje u (a) daje: 
45 = a &— (a +b— a) 
48 = [a +34 +6—o0)] [ab —_5le + di e] (b> 
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Uzmemo li u obzir da je 


e b b— 
d+-pgrp—o Ere Lan roria 


_—(a—b)* _(c+a—b)(c—a +6) 
ROGA aa PVA ama: 


sa big +8B—e) 
2 | 
i uvedemo li oznaku : 
a+b+c=i 
tada jednakost (b) prima oblik 
+ 
4 


ih S = Vs(s—a)(s—b)(s —c) 


a to je Heronova formula za površinu trokuta, 
3. Zadana su dva vektora 


46? = —2s(2s — 2a) (25 — 20) (2s — 20) 


> ze eve 
a= 5i1—3j+k 
=> => s3) o 
b=—i1i+2j—4k 
> Izračunaj površinu S paralelograma, kojemu su stranice zadani vektori. Kako je apsolutna 
vrijednost vektorskog produkta numerički jednaka površini paralelograma, čije su stranice vektori 
>> > : 


aib, zadatak se svodi na određivanje duljine vektorskog produkta a i b 


—> > > - 
= _—. 1 j hk he —_> — >. _ —_ 
axb=| 5 —3  1[|=:(12—2D)—;/(>20 +1) +k(10—3) =101 +195+7, 
—I +2 —4 


S = [ax b| = V100 + 361 49 = V510 = 22,6 


4. Izračunaj površinu S trokuta kome su stranice vektori. 


S=5slaxbi 
Prema (274) 
nes i jo & 
axb= 2 1t—3|= 
—I 5 —4 


> > = > => > 
=(—4+ 19 —1=>8—3) + (10 +1) =11f+115+ 11 
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Prema (3) 


laxb 


S 


=Vi+tir+ir=nv3 
iš) 
= SV 


> > > > > o. 


5. Odredi duljinu projekcije saa a= IH i—12j+k na vektot d = b x c, gdje je 


Prema (272): 


=:(12+4)—;(8+8)+k(4—12) =16r—16r—8k 


_ ad _3-16+(>1)-(>16+1-(>8)_48+192—8_232_29 


V256 £ 256 + 64 Vs 473 


6. Zbroj vektora poliedra 


Pokazali smo, da svakom omeđenom i orijentiranom dijelu ravnine možemo 

dodijeliti jedan vektor, kojemu je apsolutna vrijednost jednaka vrijednosti te povr- 
šine, a đa se trokutu može dodijeliti polovina vektorskog produkta (vidi sl. 34). 
Dokažimo_ stavak: Dodijelimo li svim pobočkama zatvorena poliedra vektore, 
koje orijentiramo prema vani, tada je zbroj tih vektora jednak nuli. 


Sl. 38 


pobočki KAB vektor 


Najprije pokažimo da taj stavak vri- 

jedi za tetraedar. Neka iz jedne točke X 
prostora izlaze tri vektora a, b, c. Spo- 
" jivši pravcima krajeve tih vektora, dobije- 
mo tetraedar KABC GC (sl. 38), pri čemu 


je BA =2=b a BOSI 

Sada dodijelimo svakoj pobočki te- 
traedra vektor, koji je okomit na toj 
pobočki, a usmjeren je u prostor izvan 
tijela tetraedra. 

Kako svakom trokutu odgovara po- 
lovina vektorskog produkta, dodijelili smo 
na taj način pobočkama tetraedra slije- 
deće vektore: 


pobočki KBC vektor Ka (c.xB) 
>> ABC >» ŽUe—b) X (a—b)) 


5 (> sada xc+exBb+4+cxa—b xa—cx.b+ 
j ] > > >— — 
z(axc—axc+0=0 


Jasno je, da taj stavak vrijedi za svaki zatvoreni poliedar, jer svaki poliedar: 
možemo rastaviti dijagonalnim ravninama u tetraedre, za koje vrijedi dokazani 
stavak. Vektori, koji pripadaju nutarnjim pobočkama tih tetraedara, ukinut će se. 
pri zbrajanju, jer će imati istu duljinu i isti smjer, ali suprotni smisao, pa će ostati 
samo zbroj vektora vanjskih pobočaka poliedra, koji je jednak nuli. 

Možemo poći još dalje i proširiti taj stavak na bilo koju zatvorenu zakrivljenu 
plohu, na pr. kuglu, aproksimirajući je poliedrom, kome su pobočni dijelovi tan- 
gencijalne ravnine kugle. Ako broj tih pobočaka teži u beskonačnost, težit će povr- 


šina svake pobočke nuli, pa zbroj vektora dS, koji odgovara tim pobočkama, pre- 
lazi u integral uzet po čitavoj površini S zatvorene plohe, pa je 


. 


faš=o (29). 
s 


7. Višestruki produkti vektora 


Razlikujemo više oblika produkata od tri, odnosno četiri vektora. 
a) Umnožak skalarnog produkta dvaju vektora i trećeg vektora 


(a b)c 
Kako je (a b) skalar, taj višestruki produkt triju vektora predočuje vektor, 
koji ima smjer vektora ps duljinu a .b.cos e -c i smisao vektora e ako je 
(ab) > 0, odnosno protivni smisao za (a b) <O0. 


b) Trostruki skalarni produkt. Uvjet komplanarnosti triju vek- 
tora 


Pod trostrukim skalarnim produktom razumije se skalarni produkt vektorskog 
produkta dvaju vektora i trećeg vektora, t. j. izraz oblika 


(a x bje = skalar 


Prema (11) i obzirom na sliku .39 imamo: 


(a x bje =|a x ble. costb = prema (20) =a .b sing +e + cos Uo (30) 
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“IT vrdimo;, da je trostruki skalarni produkt numerički jedmak obujmu paralelo- 


pipeda, kojemu su bridovi vektori a, bic. 


Iz slike 40 slijedi: 


gora zevs esse 
+ .., 
PI . 

.. , 
e . 


a 
SI. 39 SI. 40 


Obujam paralelopipeda V=B.H=a.h.H=a.bsne .ccosd, a to 
je baš izraz (30) za trostruki skalarni produkt. 

Ako su sva tri vektora komplanarna, t. j. leže u istoj ravnini, obujam para- 
lelopipeda, a dakle i trostruki skalarni produkt jednak'je nuli. Iz istog je razloga tro- 
struki skalarni produkt jednak nuli, ako su dva vektora, koji u nj ulaze, jednaki. 
Tako je na primjer 
(ax b)b=0 
Iz toga slijedi: ; 

Da su tri vektora komplanarna, nužno je i dovoljno da je njihov 
trostruki skalarni produkt jednak nuli. 

Jasno je, da se obujam paralelopipeda, pa prema tome i vrijednost trostrukog 
skalarnog produkta ne će promijeniti, ako: za osnovku paralelopipeda uzmemo 
koju drugu plohu toga tijela, jedino bi: se mogao promijeniti predznak dobivene 
vrijednosti, jer, kako znamo, za vektorski produkt ne vrijedi zakon komutacije. 
Tz toga razloga možemo trostruki skalarni produkt pisati i u obliku 


—>—>—> 


(abc) 


- Izrazimo sada trostruki skalarni produkt triju vektora pomoću njihovih kom- 
ponenata. 


Dobijemo: 
(axbje=|a, a a |(cit+cj+eck) = 
bob, 0, 


=((ab,—ab,)i +j(ab,—4b,) +k(ab, —a,b,)) (ci +e] +ck) = 
== prema (18) = (a,b,—a,b,)c, + (ab, —a,b,jc, + (ab, —a,b,je, 
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a kako taj izraz možemo napisati u obliku determinante, dobijemo konačno: 
moo Eko 6, 6y €, 
(axblje=\|a a, a, (31) 
ib, b, b, 


Znamo da determinanta mijenja predznak, ako zamijenimo međusobni po- 
ložaj njenih dvaju redaka, pa se dakle njen predznak ne mijenja, ako načinimo 
redom dvije takve zamjene. 


Prema tome obzirom na (31) dobijemo: 


> 


(axble=(bxcja=(cxajb=(abeo) (31a) 


To znači: cikličkom permutacijom triju vektora ne mijenja se njihov trostruki 
skalarni produkt. ' 
Vršimo li bilo koju drugu permutaciju vektora, trostruki skalarni produkt 


—> > > —> a > 
mijenja predznak: Na pr. (ax bble= —(bxXajec. 
Primjeri za primjenu trostrukog skalarnog produkta. 
1. Izračunaj obujam paralelopipeda, kojemu su bridovi vektori a(1, 0,4), 6(2,—3,5) i 


c(5,—2, —3) [u zagradama su naznačene komponente vektora). 


Prema (31): u 
> —> 5 —-2 — 
V=(axbe= i 0 4( =—K(—10—9%9)—4—15 +4) = 
2 —=3 5 


— 19 +44 = 63 


.2. Dokaži da točke A(4,5,—1) ; B(2,3,1) ; C(—-5,—6,4) i D(3,0, —8) leže u jednoj 
ravnini. . 
Zadatak riješimo tako, da spojivši pravcima jednu zadanu točku s ostalima, na pr: točku A 
s točkama 3, € i D, dodijelimo tim spojnicama vektore pa izračunamo trostruki skalarni produkt 
tih vektora. 


Prema (8): 


AB= U-beblozsi+ae nt 


AB==2i—2j+2t 
Na isti način dobijemo: 
AC = —91—115+5k 
AD=—i—5j—7k 
Prema (31): 
s ki, E 2 —2 2 l lo —i 
(AB-AC-AD) = | —9 —I1 si= —_2|1—9 —I1 5| = 
. i —5 ——5— 


=—2(77+25)—(63 + 9) — (45 — 1) = 
= —2(102—68.— 34) =-0. 


4. B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio HI. 


'Trostruki skalarni produkt vektora jednak j je nuli, dakle su vektori komplanarni, pa zadane 
točke. A, 'B, C i D leže u jednoj ravnini. 


3. Izračunaj obujam tetraedra, kojemu su vrhovi.u točkama A(2,—3, 5); B(6, —2, 5); 
C(4, 0, 5); D(3, —2, 10). ; 
Kako je obujam tetraedra (piramide) jednak B s a osnovki B tetraedra odgovara kao \ 


1 PRN : 
trokutu samo 2 vektorskog produkta, iznosit će obujam tetraedra < trostrukog skalarnog 


produkta, t. j. 
abc) 


l 
Veiraedra ra ( 
Dalje postupamo kao u predašnjem zađatku:. 
: > > > 
AB=4i+) 


—> = — 
AC =2i4+3) 


AD=i+j+5k 
v c 148. AC AD) EE: I šli dje i 
i=— . =— |; = — — = — 
6 E Es m 2 


€) Trostruki vektorski produkt 

“To je vektorski produkt jednog vektora i vektorskog senka dvaju drugih 
vektora, t. j. izraz oblika:  “ 
ax (6 x ) 

Jasno je, dal jet “to vektor, pa ako ga ozna- 
čimo s > a vektor: b X E s q dobit ćemo 


> —_- -. 
p=axdđ 
SI. 41 > > - 
d=bxc. 


gdje je 
"Iz definicije smjera vektorskog produkta i iz slike 41. slijedi, da je 


'—> 


mA an 


> > > + 
a kako je d okomit na ravnini vektora 6 i c, leži trostruki vektorski produkt p u 
toj ravnini. 
Da izvedemo izraz za trostruki vektorski produkt, uzmimo pravokutni ko- 
: > 
ordinatni sustav X YZ takav, da os X padne u smjer vektora €, a os Z — u smjer 


— X ana / 
vektora d, pa će os Y ležati u ravnini vektora b i c (sl. 41), 


Tada je 


a= aka a) +ak 
b=bi+b)  (b,=0, jer B leži u ravnini XY) (a) 
pao (6, =c, =0, jer e leži u jom X) 


1, 


Izračunajmo vektorski produkt b x € = dd, 


ax (bxc)=axd=|a a 4 |=—b,y(ai—aj) = 
00 —b.c 
sx 
> — 
=—abjes + abe) 


i 
Dobivenom izrazu pribrojimo 1 od rog izraza oduzmiumo vektor a,b,c. 
Dobijemo: 


a(bxc) =—abci+abej+abei— aber 

Odatle : 
>> > — > > 
a(bxc)=ac(bi+b1)—ci (ab, +a,b,) (b) 


Prema (a) imamo: 


>> 


2,-€,=d4 0 je o=ec=0 


(bi +b,1) =D, jer je b, = 0 
ci=c jerje go=c=0 


(ab, +4)b,) =a 6, jer je b,=0 


Uvrštenje u (b) daje traženi izraz za trostruki vektorski produkt 


> > >. + >> —>.—.—> 
ax (bxc)=b(ac)->-c(ab) (32) 
Na pr. za a=i—2j+3k 
b= —4r+]1—5Sk 
c= 71—65+8k 
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imamo: 


axExo = (—4i+j—skO +12+ 2)—ai— 61+84)(—4—2—15) = 


> 


SASA 43 +kGI-6 +8): U=— 251— 83/—47k 


Na isti način računa se trostruki vektorski produkt zadan u dioni obliku: 


(axb) xcablac—a(bc (32a) 


Za naš primjer dobijemo: 
GR xea [2814] SL A OJ 3 rje dje 
2 081 105; 4 7E 


Sada možemo izračunati skalarni produkt vektora i trostrukog vektorskog : 
produkta: 


> > 


alb x (e x d)) = prema (32) 5 ale (6 d)—d(6 c)) = 


= fa c) (b d) fa: d) (Bb c) = skalar' 
a[bx (cxdlh=(a 0 (bd) —(ad) (bc) (326) 
d) Četverostruki skalarni produkt 
To je skalarni produkt dvaju vektorskih produkata, t. j. izraz oblika: 
(a x b) (c x d) = skalar 


—> 


Označivši a X b s p, dobijemo: 


(ax) (xd) Spex a) = prema (3la) = —e(pxd) = 


= —c((axb)xd)=+<(dx(ax6)) = prema 32) = 


=c(a(db]—bi(da))=f(ea)(db)—(cb) (da) 
ili 
deke Gdje reisa 00] 49) 
(ad) (bd) 
a to nam je već poznata formula (326). Prema tome 
(axb)(cxd)=albx(cxd)] * (33a) 
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Na pr. za Ke ežo jina) 


b=—4i+j—5k 


dobijemo prema (33) 


> => > 


axbcxd)=(7+12+24) (—>8+5—5)—(—28—6—40) (2— 10 +3) 
=—43.8—74.5=—TU4 


€) Četverostruki vektorski produkt 


(axb) x (cx d) = označimo (4x) s eia (cx d) = prema (32) 


_ >> —> 


=t(ed)—d(ec)= uvrstimo (axb) mjeto e=<l(axb)dl— 


2ditaxbjek= prema (Bla) =c(abd) =diab e) 


=> >> 


ekber sajeslanij=dtsko (34) 


Za četverostruki vektorski produkt možemo dobiti i drugi izraz, ako ozna- 
čimo 


cxd=f 


— > _> 


xb) x f = prema(324) =b(df)—a(bf) = 
i — > > če ad) — >> 


xd))l—a[bf(c 


NJetšltacd)—a(bcd) 
a av a er Er evri (342) 
Izjednačimo li desne strane formula (34) i (34a), dobijemo: 


> -—>— > >>> 


Prabaješirav jee Mt AJEL 29 


BR 
Prvi član lijeve strane predočuje vektor u smjeru c, drugi član — vektor u 
ne zu 
smjeru d, prvi član desne strane — vektor u smjeru b, a posljednji član — vektor 
u smjeru a. 


po 


z te jednakosti možemo izračunati jedan od tih vektora, na pr. d: 


de aa =a ležie 
(abc) (abc) (abc) 
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iz tog izraza vidimo, da je vektor d rastavljen u tri komponente u smjeru vek- 


zore = 
tora:a, bic. 

Primjer. 

Izračunaj četverostruki vektorski produkt za vektore navedene u poshednjem primjeru za 
četverostruki skalarni: produkt: 


> > > > 


(a x b) x (c X d) = prema (344) = 


> — >|l1 —2 3 —> —> — _ Il —s 
=(—đ4i+31—5k)|7 —6 81—((—25 +3) 7 —6 .i= 
2 He Md 5 1 
=(—4r+7—5k) 77 — (125 +3R)(— 42) = — 2661: — 7) — 259% 


Četverostruki vektorski produkt može biti zadan i u_drugim oblicima: 


ax[5x(cxd)]= prema(32) =axlc(bd)—d(bec)]= 
=(Bd)(axc)—(Be)(axd) 

aRirecjsdie penib2g ZG DEE I = 
sjkljjekejefodita sb) 


Navedene formule za višestruke produkte imaju veliko značenje, jer daju 
mogućnost svesti: složene izraze vektorske algebre na jednostavne osnovne izraze, 
koji se lako rješavaju i računaju. 


8. Derivacija vektora po parametru. Primjene u mehanici 
Upoznavši glavna pravila vektorske algebre, možemo lako shvatiti osnove 
vektorske analize. Do sada smo proučavali vektore konstantne duljine, smjera i smi- 
sla. Međutim, čest je slučaj da zadani vektor a nije konstantan, nego da ovisi o nekom 
parametru t, na pr. o vremenu, t. j. aje neprekinuta funkcija parametra £: pi ( t). 
Budući da se s promjenom parametra £ mijenjaju i komponente a,yi aia, 


Ee 
vektora a (1), one su također funkcije od e, pa je 


a(t)=a(t)i+a(1)i+a(1)E (a) 


Dobije li polamera: t prirast Ar, promijeni će se i vektor a a( tr) zad aa 


=a a(t +Ar) —a a(i), pa derivaciju vektora a po parametru r možemo definirati 
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_ 


slično derivaciji. skalarne funkcije, t. i. kao limes kvocijenta diferencija 52 kad 


At 0: 
_da_, Ma_ dA 
a) = = mk Kr 

Vidi sl. 42. ; 


Pravila za derivaciju zbroja i produkata vektora također su ista kao i'za ska- 
larne funkcije, samo pri deriviranju vektorskog produkta treba paziti na-redo- 


slijed množitelja. 


Iz pravila za deriviranje zbroja vektora slijedi, da derivaciju vektora a'(£). 


> 


d : g 
U vektor ZT možemo prema (a) pisau u obliku: 


de da. da,> da— 
= —— ži —_2 —2k 
doo re 


Spdjgenimo“, još derivaciju jediničnog vektora a4(1), t.j. vektora, BOJE. ima 
stalnu duljinu la, (1)|=1, ali promjenljiv smjer, jer je i jedinični vektor (1) 


funkcija parametra /.- 
Znamo, da je skalarni kvadrat vektora jednak kvadratu njegove duljine, t. j 


, 
. 2 


Deriviranje daje: : 


sa iz 
2(a a) =9 

“a — da, 
ili ' 4 R0 
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.Skalarni produkt dvaju vektora jednak: je nuli, đakle su vektori međusobno 
okomiti. t. j. 


Vektor, koji predočuje derivaciju jediničnog ,vektora ili. opće- 
nito svakog vektora konstantne duljine, okomit je na tom vektoru. 


Geometrijski je taj stavak posve jasan: krajnja točka vektora stalne duljine 


pi 


de : Pi da. ' 
opisuje pri promjeni parametra z kughinu plohu; vektor sA ima dakle smjer -tan- 
gente na kuglu, pa je okomit na-+tom vektoru. 


Kao primjere :vektora, koji ovise o parametru, i to o vremenu 7; navedimo 
vektore brzine i ubrzanja. 


; Neka se točka .M giblje po krivulji i neka se u času £ nalazi u položaju Mi, 
a u času (tr + Ar) u položaju M, (sl. 43). 


Položaj točke na krivocrtnoj stazi posve je određen, ako odaberemo čvrstu 


nultočku O i zadamo radijvektor 7 iz O prema toj točki. Ako je poznat radijvektor r 
kao funkcija vremena r, gibanje točke je time posve određeno. Položaj točke može 
se odrediti 1 tako. da se staza gibanja utvrdi geometrijskim putem, pa se put s, što 
ga je točka prevalila od početne točke M1, krivulje. prikaže kao funkcija vremena r: 


s=f(1) 


Neka točkama .M, i M, odgovaraju 


radijvektori položaja r (1) ir (1+), 


pa jc 
rm kra ritaMiesrtu 
(vidi sl. 43) 
Pa = - dr. Ar 
Brzina točke M u času rz je vektor v (rj =r (1) =— =lim —, gdje je 
( dt Ar—o bt * 


> 


Ar : : : 
3— srednja brzina za vrijeme Ar. 


At 


i zam Le : 2. g a 
Vektor brzine v (1) ima smjer tangente na stazu gibanja točke, pa označimo 


li s As luk M,M, krivulje, a s £ jedinični vektor u smjeru tangente, možemo 
vektor brzine prikaza u obliku 


=> As > ds > e 
(1) = bm i pra skaći m. 


Tu je Z=v() = v duljina vektora brzine'v (1) u času t (vidi,sl.:43) 


—_ Sr 
Deriviramo li vektor brzine » (1) po vremenu r, dobit ćemo ubrzafijena' (1) 
u točki M, 


Prema (a) i obzirom na (35) dobijemo: 


"> — 


«U=T=gvo=v + 6 


Uzmimo sada u obzir. da je jedinični “ 


ge 
vektor tangente z, furikcija luka s staze, a da 
je s funkcija vremena 1. “ x 


dt, 


dh ds “dn 
di zg ds dr 


1 : =v.— 
mamo "m 


Uvrštenje u gornju: jednadžbu daje' 


ian Eu (b) 


Time smo vektor ubrzanja a(t) u točki M, rastavili u dvije komponente: 


> 


dt a + ua 
prvi član v? ra predočuje normalnu komponentu a,(+) akceleracije, jer 


je derivacija jediničnog vektora 1. okomita na tom vektoru, pa ima dakle smjer 


5 2 dv > : di 
normale na stazu u točki M ,. dok drugi član zeti i predočuje tangencijalnu 
' I S 


komponentu a,(1) akceleracije. jer ima smjer vektora ta t. i. smjer tan- 
gente (sl. 48). : 


| - odn ildni> 
Dakle at = ov ZT a n, 


gdje je i, jedinični vektor normale na stazu gibanja. 


dv> 
a (1) = Pri 


zu . : 
gdje je te jedinični vektor tangerite na stazu. 
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Označimo li sa S središte zakrivijenosti krivulje gibanja u točki M,,. a sp 


pripadni polumjer zakrivljenosu SM, (vidi sl. 44) i uzmemo li u obzir, da je | di, I= 
= deo = središnji kut, koji odgovara luku ds, tada je 


ds=e do =pl\da| 


zu 
Uvrštenje tog izraza za ds u izraz za a, daje 


n 


“ uz 
m ž 
Va = oli Dooidil; 


pidtoj 


ih 


+ "> 
a = o 
n o n 
Time smo za ubrzanje gibanja točke M, u času: dobili konačni izraz 
\ 
is > —_> vo dv ad 
a(l)=a,()+a(t)=—.mn+ PraLi 


pri čemu su duljina i smjer Eja ubrzanja 
određeni izrazima 


la(1)| Va 


(vidi sl: 44). 


isl. 45). 


Izvedimo kao drugi primjer plošni stavak za centralno gibanje, t. j. za gibanje. 
kod kojega ubrzanje pomične točke M ima smjer, koji prolazi kroz čvrstu točku 0 


Neka se u času e nalazi točka M u položaju M,, kojem odgovara radNiveKIOT 
rir,c a u času (tr + Arj u položaju M kojem odgovara radijvektor (7 + Ar). 


Prema tome za vrijeme Ar tadijvektor r r pokrio je površinu AF (sl. 45). . 


Pitipošanivi da površina AF ima približno oblik trokuta, dodijelimo joj 


vektor AF koji je, kako znamo, jednak polovini vektorskog produkra vektora 
rir+đr 


AF 2 x (r+Ar)) 


ih ako izvršimo množenje prema (262) 
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l > 


AF=5( xr+irxAr) 


Kaka je prema (24) prvi član desne strane jednak nuli, dobijemo 


Taj izraz diferencirajmo po r, pa prema (35) imamo: 


d (dF\_1(- drdrodr 
zla)rl eta a) 


Oba vektorska produkta na desnoj strani te jednakosti jednaka su nuli. Prvi 


Podja Sam i ' odr 
produkt jednak je nuli, jer pri centralnom gibanju usmjereno je ubrzanje Fra 
prema čvrstoj točki O, pa ima smjer radijvektora r, a, kako znamo, vektorski pro- 
dukt kolhnearnih vektora jednak je nuli. Drugi vektorski produkt jednak je nuli 
kao vektorski kvadrat: 


Imumo dakle 


d [dF 
g (2) ZLA 
a odatle 
dF 
me 
Ponovno integriranje daje 
. t 
F=Ca+C, 


Time je plošni stavak za centralno gibanje dokazan: radijvektor pokriva u 
jednakim vremenskim razmacima jednake površine. Najpoznatija primjena plo- 
šnog stavka je drugi Keplerov zakon: Radijvektor “povučen od planeta prema 
Suncu opisuje u istim vremenskim razmacima iste površine. 
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$ 3. ANALITIČKA GEOMETRIJA U PROSTORU PRAVCI_L.RAVNINE 


1. Općenito 


Upotrijebimo naše znanje vektorske algebre, da tim najjednostavnijim putem 
dođemo do osnovnih pojmova analitičke geometrije u prostoru. Uzet ćemo redom 
pravac, dalje dva pravca, ravninu, dvije ravnine, i konačno, ravninu i pravac. Ka- 
snije ćemo proučiti glavne likove ploha drugog reda. Kako ćemo vidjeti, rješavanje 
tih problema svodi se zapravo na analitičko rješavanje zadataka iz deskriptivne 
geometrije: ono što deskriptivna geometrija rješava crtanjem, rješavat ćemo ana- 
litički, pa ćemo: mnoge probleme svladati tek nakon njihova predočivanja u 
prostoru i prostornog rješenja. ; 


2. Pravac 


a) Jednadžbe pravca kroz jednu zadanu točku A(x,,y1 21). (Para 
metarski i kanonski oblik) 

Kako zadana točka A(x,, y» Z,) pravca određuje samo njegov položaj u pro- 
storu, moramo mu dati smjer i smisao da bude posve određen. U tu svrhu dodije- 


i s 

limo pravcu jedinični vektor s,, kojemu 
z : su komponente, kako znamo, kosinusi. 
njegova smjera: 


2 (_cosa=a 
iso ' Sd cosB=b' (a) 
T(x,y,z) cos \ = 0 
Vidi sl. 46. 


Sada je pravac posve određen, pa 
možemo napisati njegovu jednadžbu, t.j. 
napisati relaciju, koja veže koordinate 
bilo koje točke T(x,y, z) pravca s onim, 
čime je pravac određen. 


y* 


SI. 46 


> [x ' : 
Dodijelimo zadanoj točki A(x,, Yu» Za) radijvektor r Y,» a po volji uzetoj 
' 2 [x - ta“ 
točki T(x, y,'z) radijvektor i y 
4 
Udaljenost točke 7 od zadane točke A označimo s 1. Kako je točka T oda- 
brana na pravcu po' volji, z je promjenljiva veličina ili parametar, koji mo- 
ramo mijenjati od —oo do +oo, da dobijemo sve točke pravca. Na pr. zar =0 
dobijemo zadanu točku A. 


. = i . : 
Time smo dobili još jedan vektor AT = £ . s,, kojemu >3u prema (a) kompo- 


nente 
sk UEA: 
A :b 


te 


Iz slike vidimo, da je 


regtic (36) 


a to je jednadžba zadanog pravca -u“vektorskom obliku: 

Vidimo da pravac ovisi o jednom parametru 7, u čemu se očituje jednodimen- 
zionalnost pravca. 

Prelazimo na skalarne komponente svih vektora 


Obzirom na gore navedene komponente vektora r, a 1 so, dobijemo prema (36) 


X+at : 
yN+bt : (37). 
Zit+tct ' 


nN < + 
lodoM 


To je jednadžba pravca u parametarskom obliku. 


t je parametar, koji se mijenja od —oo do +oe, da se dobiju sve točke zada- 
nog pravca. 


X» Yi iZ, su koordinate zadane točke pravca. 

a', b' i c su kosinusi smjera pravca. 

Kako ćemo doskora vidjeti, kosinuse smjera pravca možemo zamijeniti koefi- 
cijentima smjera pravca a, bi c 

Da se dobije jednadžba zadanog pravca u općem obliku, treba iz jednadžbe 
(37) ukloniti parametar 7. U tu svrhu računamo iz (37) 


X—x 
Di gi 


a 


rr 


L rad 


a, b' i c' su kosinusi smjera pravca, koji su obično izraženi u decimalnim 
razlomcima. Da dobijemo u nazivnicima cijele brojeve, pomnožimo sve nazivnike 
posljednje jednakosti s nekim množiteljem 2 (na pr.; 100, 1000 i t. d.) 


Dobijemo: 
X—>X Y—%h_ z2—2 
naa en 
Izrazi 
dA=a 
bi=b 2 (a) 
cA=c 
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.zovu se koeficijenti smjera pravca. Oni se tako zovu, jer su razmjerni s 
kosinusima smjera pravca 

Jednadžba pravca kroz jednu zadanu točku A(x,, Y,, ži) prima sada svoj 
konačni oblik: : 


Neue i i een (38) 


Taj oblik jednadžbe pravca zove se kanonski, jer na taj oblik, kako ćemo 
to kasnije vidjeti, možemo svesti svaki drugi oblik jednadžbe pravca. Iz kanonskog 
oblika vide se neposredno koordinate jedne točke, kojom taj pravac prolazi, a 
također njegovi .koeficijenu smjera. 

Nastaje pitanje, kako ćemo iz koeficijenata smjera pravca odrediti njegove 
kosinuse smjera, a time i kutove «, Bi y, što ih zadani pravac zatvara s koordi- 
natnim osima X, Y i Z. 

Da na to pitanje odgovorimo, izračunajmo 1z jednadžbi (a) kosinuse smjera 
pravca, t.j ai =cosa, bo=coBic =y 


Dobijemo: 
cosa = , 
sau 
b 
cos B = > (b) 
Cc 
CosY = sv 


Kvadriranje i zbrajanje tih jednakosti daje 


u bi: LJ 
costa + cos'B + cos'y = ag 
ili prema (5) : 

U đ: +bi +e? 
' 5 Ew 


jeger ve 


Uvrštenje u (b) daje tražene vrijednosti kosinusa smjera pravca 
izražene pomoću koeficijenata smjera toga pravca: 


a odatle 


a 
Cos a = +Va+bro 
' , b 
cos B = g KESE (39 
cos Y= . 


VE TET 


62 


Kako već znamo, promjena predznaka ispred drugog korijena znači promjenu 
«smisla pravca, a ne promjenu njegova smjera. 
Primjer 
Odredi kutove «, Bi y; što ih pravac 


Xx 5 BA z+4 
5 


zatvara s kogrdinatnim osima'.X, Yi Z. ' ž h 
Uzevši u obzir, da jea = —3,b = 5 i c = —2 računajmo prema (39) pomoću logaritama- 
skog računala. h : 


—3 —_3 3 
os = = =——— = —0,487 
7 V+25 +4 _ V3š 6.16 
5 
eR= Ta 9% 
2 =—0325 
ANE Em e 


Pokus prema (5) : 0,237 + 0,659 + 0,106 = 1,002 =1 : 
& = 180" — 60*50' = 119"10' 
B = 35%40 
Y = 180* —71*00" = 10900" 


b) Prase kroz jednu zadanu točku predočen svojim ortogo- 
nalnim projekcijama u dvije koordinatne ravnine 


Iz jednadžbe (38) uzmimo jednakost 


X —>xX_9—) 


a b 


pa izračunajmo odatle x. 
_ a a : | 
x = > Ž Ji X 4 
il) : . 


a 


zova 


ie 1 ==tei a imi 
gdje je di= (5 gia ) 
"Taj izraz predočuje pravac p' u ravnini XY, kojemu je < gradijent, a 


; a dete sne pana nena Me 
d=—(f9— x) odsječak na osi X. Budući da promjenljiva z u taj izraz ne 


ulazi, z je bilo koji, pa taj izraz predočuje prostorno ravninu, koja je oko- 
mita na ravninu XY i kojoj je pravac p' trag u toj ravnini. (Vidi 
sl. 47). 
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Izračunamo i ,iz.druge jednakosti formule (38): 


b c 
promjenljivu y : 
Pm m 
yo z ša vil 
ili v= Ža +d, 
A b 
gdje je d = —(Ža —ym | 


dobit ćemo pravac p"'u ravnini YZ, odnosno ravninu, koja je okomita na ravnini 
YZ i kojoj je pravac 2“ trag u toj ravnini. 

Te dvije ravnine, koje su okomite na koordinatnim ravninama XY i YZ, 
sijeku se u zadanom pravcu p, koji prolazi zadanom točkom A(x, Yu ži). To 
znači: pomoću jednadžbi 


*=Fv+ad 
: (40) 
=a 


zadan je pravac p u prostoru svojim ortogonalnim projekcijama p i p ou 
dvim koordinatnim ravninama (u deskriptivnoj geometriji označuju se te ravnine s 
Mai 72) 

Jasno je, da kombinirajući na drugi način jednakosti iz jednadžbe pravca (38), 
možemo pravac zadati njegovim projekcijama na druge dviie Kaordinaine ravnine, 
na pr. na ravnine YZ i XZ (na m1 7). 


Primjer. 
Napiši jednadžbu pravca 


x=2y—3 
y=—52 +8 


u kanonskom 1: parametarskom obliku. 


Iz zadanih jednadžbi vidimo, da je pravac zadan svojim ortogonalnim projekcijama na 
koordinatne ravnine XY i YZ 


Iz prve jednadžbe računamo y. 


_x+3 
Zo 
a drugu jednadžbu pišemo u obliku Hi 
8 
-—s5( -3)- 5 z—1,6 
, z—3)= Nai 
: 5 
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Tražena jednadžba pravca glasi: 


x+3_y_z2—146 
2 1 _i 
5 
ili ako mazivnike pomnožimo s 5: 
x+5_y_z2—16 
0.5 —i 


ia pravac prolazi točkom A(—5; 0; 1,6), a koeficijenti smjera su: g=10,b=5i 
e=—l. 

Da dobijemo jednadžbu toga pravca u parametarskom obliku, izjednačimo dobivenu jed- 
nadžbu pravca s parametrom 7: 


3 z—1,6 


BJ 
+ 


Ea 
10 5 


Odatle slijedi tražena parametarska jednadžba pravca: 


x = 10—3 
»= 5 
z=—1+1,6 


Izračunaj za vježbu kutove, što ih taj pravac zatvara s koordinatnim osima| 


c) Pravac kao presjek dviju ravnina 
Znamo, da se dvije ravnine sijeku u pravcu u prostoru. Prema tome pravac 
je posve određen, ako su zadane dvije ravnine, koje se sijeku u tom pravcu.. Kako 
ćemo malo kasnije vidjeti, opća jednadžba ravnine glasi Ax + By + Cz + Di=0, 
dakle je 
» 


Ax+By+Cz+D=0 


AzdBy+Cs+D,=0 jednadžba pravca u prostoru 


Primjer 

Jednadžbu pravca 
*—3y +5— 6 = 
2x +4y—72 +10 = 


izrazi u kanonskom i parametarskom obliku i odredi probodišta tog pravca s koordinatnim 
ravninama. 


Da odredimo jednadžbu zadanog pravca u kanonskom obliku, uklonimo x iz zadanih 
jednadžbi ravnina. U tu svrhu izračunajmo x iz prve, a zatim iz druge jednadžbe ravnine: 


x=3y—52 +6 


X —2y + 3—5 


y—S+6=—dy+3e—5 


»= 5 z— Dee . projekcija zadanog pravca na koordinatnu ravninu YZ, 


5 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 65 


Sada uklonimo y iz zadanih jednadžbi ravmuna: 


x. 5 
s 3 + 3 z—2 
x 7 5 
Ira 
Odatle : 
x S x ka 5 
E diE dni dani E ae 
ili ' : 
pe E projekcija zadanog pravca na keordinatnu 
*710 5 ravninu XZ 
1z jednadžbe prve projekcije imarne 
1 
PE ++ Ka 
gi 
19 
a iz jednadžbe druge projekcije slijedi 
x+ 3 
5 


z= 


ov 
Te 


Jednadžba pravca u kanonskom obliku glasi 


42 pad 
JAJE 5 oz 
Ko NoT 
10 10 


Da odredimo probodišta toga pravca s koordinatnim ravninama prelazimo na parametarski 
oblik jednadžbe pravca. 


Postavivši 


1 17 10 
dobijemo taj oblik; 
* 
l. x =1-—0,6 
2 y=1u4—22 
3. z= 


10: 


Primijetimo, da do parametarske jednadžbe pravca možemo doći i neposredno: uzevši da 
je jedna od promjenljivih u zadanim jednadžbama ravnine, na pr, x, jednaka z, izrezimo i ostale 
dvije promjenljive kao funkcije tog parametra #, 

Odredimo. sada onu vrijednost parametra z, koja odgovara njegovom probodištu P, s rav= 
ninom XY. U tu svrhu uvrstimo u 3. jednadžbu te ravnine z = Q' 


66 FE! 


DĐobijemo:. t4=9 
Uvrštenje % = 0 u 1. i 2. jednadžbu daje tražene koordinate probedišta Pi 
X =—0,;6 
Nn=-—22 
P,=(—0,6;—2,2:0) 
PI Voki renin ji nak PŽ A 
Odredimo sada probodište P, s ravninom YZ. 
Uvrštenje u 1. x=0 daje 
hh = 0,6 
pa iz 2. i 3. dobijemo: 


M=17.06—22 =#8 
2, =10.06=6 


P,(0; 8; 6) 
Konačno odredimo probodište P, s ravninom ZZ :y = 0. Iz 2. slijedi: 
2,2 
h= 17 = 0,1294 X 
xa = 0,1294— 0,6 = — 0,470 


2 =10.0,1294 = 1,294 
P,(— 0,47106 ; 0; 1,294) 


€) Jednadžba pravca kroz dvije zadane točke A,(x,y9 2) i B(x,, 
Ya Za). X : 


ravac prolazi točkom A(x,, y» 21), dakle prema (38) njegova jednadžba 
glasi: : ; 


X—>X%_y—ym_Z2—& 
«a bh c 


Pravac prolazi točkom B(x,, y», Z,), dakle 


a b Cc 
Odatle 
Xxx—x a Ye—y_ 6 
nee oo toa 6 


Podijelimo li sve nazivnike jednadžbi (38) s c i uvrstimo li u take “preinačenu 
jednadžbu gornje dvije jednakosti, dobijemo: 


X—xX_y>—mn_2—z8, 
Xi> Xa .Y92 >Ja l 


otapa e met 1 05) done (41) 
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To je jednadžba pravca kroz dvije točke A(x,y»y 21) i B(x,y, 2:2). 
Koeficijenti smjera pravca jesu: a=x—x» b=—yic=Zž—ž. 
Primjer. 


B Odredi najkraću udaljenost točke“ T(2, 1,3) od pravca, koji prolazi točkama Ai LNi 
23,4). 


Jednadžba pravca prema (41) glasi: 
x—1 g 1 .z= 1 
2—1_ 3—1. 4-1 


x= t+1 
y=2+1 (a) 
z=%4+1 


Znamo formulu (9) za međusobnu udaljenost dviju točaka: 


si (Xa— x) + x —) +(ža— 20? 


Da odredimo onu vrijednost parametra ft, koja odgovara tački pravca, koja je najbliža 
točki T(2, 1, 3), uvrstimo u (9) jednadžbe (a) i koordinate točke T, pa prema prvi za određi- 


vanje ekstremnih vrijednosti funkcije (vidi Dio 1, & 15) izračunajmo ŠD u Zi i stavimo 
d(d') 
rr % 
B=(a+il—2+(U+1—1t+(3+1—3) 
iH . 
' = rar = 
> X—D+8&+2H—2) +3 
ši zA =281—14 
Stavimo 28—14= 0 
1 
Odatle «= ri 
d(d)_ Raa, ad 
Ze 208>0 d* ima minimum za Ž 
Uvrštenje 4, = + u jednadžbe (a) daje koordinate one točke pravca, koja je najbliža točki T: 
ze 
x= E) 
= 2 
LE 
"2 
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Prema (9): 


i = (2-2) + 1-2) + (i-3) 
Amin -V2 


3. Dva pravca 


a) Kut dvaju pravaca 
Da odredimo kut ep dvaju zadanih pravaca 


dodijelimo tim pravcima jedinične vektore 


> [cose > COS %a 
sdcosB i s c058B, 
Cos Y1 COS Ya 


SI. 48 


(sl. 48). 


Primijetimo: ako su pravci mimosmjerni, t. j. ako se ne sijeku a nisu ni uspo- 
redni, paralelnim pomakom prenesimo, jedan, pravac u bilo koju točku drugog 
pravca. ' 


Traženi kut g odredimo prema formuli (19) za kut dvaju jediničnih vektora: 


>> 


Cos o = 9 SP = c0s % cos &, + cos Bu cos Ba :h €0S “Yi €0S Ya (42) 


ili obzirom na formule (39) dobijemo: 


a3 + Dida + Cia i 


Va#+08;+c<c;.\a2 +62 Fe? 


b) Uvjet okomitosti dvaju pravaca 


cos P= (42a) 


Ako su oba pravca međusobno okomita, kut & = 90“, cos 90% = 0. Kako je 
razlomak jednak nuli, kad je njegov brojnik jednak.nuli, dobijemo iz (42a) 


ad + biba + CiCa nz 0 (43) 


Uvjet okomitosti dvaju pravaca . 
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c) Uvjet paraleinosti dvaju pravaca 


Ako su dva pravca međusobno paralelna, tada su jednaki kutovi, što ih td . 
pravci zatvaraju s koordinatnim osima, t. j. 


i = g Bi = B» i Yi =Y. 
odnosne : 


COS ay = 05, cos Bi= c00sBa i cosYi = c0sY: 


Prema tome'i obzirom na (39) imamo: 


a_Vafrbire 
4 Va; Fbi+ci 


= , . adi, € , 
Iste vrijednosti dobijemo za omjere * i 2 pa je 
. ki LJ 


2=P-2 (44) 


Pravci su međusobno paralelni, ako su njihovi koeficijenti 
smjera proporcionalni ili jednaki. 

Primjer. 

Napiši jednadžbu pravca, koji prolazi točkom T(2,—3, 4), a paralelan je s pravcem 


Prema (38) i (44) jednadžba traženog pravca glasi 


x—>2_y+3_2—4 


—i' 5 —7 


d) Sjecište dvaju pravaca 


U ravnini sijeku se svaka dva pravca, koja nisu međusobno paralelna. Me- 
đutim, u prostoru ne sijeku se ne samo paralelni, nego ni mimosmjerni pravci, 
Stoga postavimo uvjet, kojemu moraju zadovoljavati jednadžbe dvaju prostornih 
pravaca, da se međusobno sijeku, t. j. da nisu mimosmjerni. Paralelne pravce 
lako možemo raspoznati prema (44). 


Neka su zadana dva pravca u parametarskom obliku 


X =a +X X = +X 
y=btu+y (a) y=bli +)» Ć (6) 
ž=Ga+z2 z=0n +2 
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Pretpostavimo da se ti pravci sijeku u nekoj točki-S(x, y, z). Tada je 


ali tx =at + X, 
bita + Nn= bata + Ya 
Glhui+HZž=GQ:,+z2 
ili 
Ait — dala + (Xi — Xa) =0 
bitu — bala + (Yi — Ja) =0, 
Cala > Cala + (Zi —Z) =0 
Uvedimo t. zv. homogene nepoznanice 
ku, KE? 
ho i n=>, gdje jez +0 


Uvrštenje u gornje jednadžbe daje: 


ax—ay + (Xxr—x)z =0 
bx—bgy + (Y—y)z =0 
GX —Cy+(2—2lz =0 


Dobili smo tri linearne homogene jednadžbe s tri nepoznanice x, y i z. Znamo, 
da takav sustav ima rješenja različita od očevidnih, ako je determinanta sustava 
jednaka nuli. 


Prema tome traženi uvjet glasi: 
| 4, đu X*i*— Xa 


b, b, Yr — Ja 
CG Zi—8& 


=0 


ili ako promijenimo međusobni položaj prvog i trećeg stupca, a zatim zaokrenemo 
determinantu za 180% oko dijagonalnih članova dobit ćemo: 


Xr—X Yi— Ja Ži— ža 
| đ b, : Ci 
a ba Ca 


=0 (44a) 


To je uvjet, da se zadani pravci sijeku u jednoj točki, t. j. da 
nisu mimosmjerni. 

Ako je taj uvjet ispunjen, iz bilo koje dvije jednadžbe sustava (a) i (b) ra- 
čunamo one vrijednosti parametra z, i t,, koje odgovaraju traženom sjecištu za- 
danih pravaca, pa jednadžbe (a) ili (b) dat će koordinate (xg, Yo; Zo) toga sjecišta 

Primjeri. 

1. Dokaži da pravci 


3 2 —1 
x+3_y—8_z2+5 
2 —s 4 


nisu mimesmjerni i odredi njihovo sjecište. 


Ti 


"Prema (443): 


2243 za 4+5 BE —i2 9 
3 
2 _5 2 a5 zi . 


=18—9+12(12 +2) +9(—15—4) 23 + 168 — 171 20 


Pravci se sijeku! 
Prelazimo na parametarski oblik jednadžbi pravaca: 


lLx=3M4—2 H.x=2,—3 
y=24—4 y=—5t, +8 
z=—4+4 z=64,—5 
Izjednačimo: HkX—2ae U, —3 
U — 4 —51, + 8 
ili o M—2, = — 
U, + Sta = 12 
Odatie: h=lj;lu=2 


Uvrštenje u I. ili II. daje koordinate traženog sijecišta pravaca: 


ža =1 , Mm=—2, &%=3 


2. Odredi jednadžbu pravca, koji prolazi točkom (2, 2, —2) i siječe zadane pravce 


Cd b mar. (a) 


Taj pravac siječe prvi, a također i drugi zadani pravac, dakle prema (442). 


3 2+! —_2—2 
b : 
3 


Odatle računamo a, bic. 


—a(=3+12) +0(1+B) —c(-3— 89 Prva 
—a(2 + 2) amen 


ad 
u e 


a b 
=a. ro pti =0 


Odatle: : zm —6 =—7 i (b) 


Primjer za određivanje najkraće udaljenosti dvaju mimosmjernih pravaca vidi dalje str. 931 $ 4,15. 


4. Ravnina 


a) Normalni ili Hesseov oblik jednadžbe ravnine 


Ravnina u prostoru posve je određena, ako je zadana duljina p okomice ili 
normale povučene iz ishodišta O koordinatnog sustava na ravninu i kutovi a, B 
i y, što ih ta normala zatvara s koordinatnim osima (vidi sl. 49). 


SI. 49 


Da napišemo jednadžbu te ravnine, odaberimo u ravnini bilo koju točku 
x 


T(x,y, z), kojoj dodijelimo radijvektor r y, anormali p = OP dodijelimo jedi- 
z 
> [cosa ča = 
nični vektor m 4 cos B, pa je OP =. n. Time smo dobili još jedan vektor i to 
cos Y : 
PT=r—pn 


Kako vektor PT leži u zadanoj ravnini, a vektor OP je okomit na toj ravnini, 
bit će PT 1 OP, pa je njihov skalarni produkt jednak nuli, 1. j. 


P.m(r=—pn) =0 
ili >> 22 
plmr)—p'n=o 


73 


Podijelivši tu jednadžbu s p i-uzevši u obzir da je prema (15) m =1, do- 
bijemo traženu jednadžbu ravnine u normainom obliku izraženom vek- 
torski: : 


—_. > 


nar =2? 


Prelazimo 'na skalarne komponente vektora. Prema (18) imamo uzevši u obzir 
ki > > 


gore navedene komponente vektora 1 ir: 
X cos a +y005B + zcosv— =0 (45) 


To je jednadžba ravnine u normalnom ili Hesseovom obliku. 

b) Opći oblik jednadžbe ravnine 

Iz jednadžbe ravnine u normalnom obliku vidimo, da je ta jednadžba linearna 
u x, y i z i da su koeficijenti tih promjenljivih, a također i apsolutni član p jed- 


nadžbe, konačni određeni brojevi. Iz toga zaključujemo, da svaka linearna relacija 
u x, y 1 z predočuje ravninu u prostoru, t. j. 


Ax+8By+Cz+D=0 . (46) 


opća jednadžba ravnine. 
(Slično predočuje relacija linearna u x i y 
pravac u ravnini XY). 
Da se u to uvjerimo, odredimo presjeke 
geometrijskog lika predočenog jednadžbom 
Ax+By+Cz+D=0 


s koordinatnim ravninama. 
Presjek s ravninom XY :z =0 
Uvrštenje daje: Ax + By + D =0, a to 
je pravac KL u ravnini XY (vidi sl. 50). 


SI. 50 


Na isti način dobijemo: 
presjek s ravninom YZ: x=0 
By +Cz + D = 0 — pravac LM u ravnini yz 
Presjek s ravninom XZ y=0 
Ax + Cz + D = 0 — pravac KM u ravnini XZ. 
Presjecimo koddkod geometrijski lik zadan jednadžbom Ax + By + Cz + 


.+ D =0 ravninom z = k (konstanta), t. j. ravninom, koja je paralelna s ravni- 
nom X Y 1 udaljenom od nje .za k. 


Dobijemo 


Ax +8By + (Ck +D) =0 


Opet smo dobili pravac u ravnini XY i 
to pravac N'R', koji: predočuje projekciju pre- 
sječnice NR u ravninu XY (vidi sl. 50). 

Vidimo, da je svaki presjek pravac, da- 
kle jednadžba 


Ax+By+Cz+D=0 


predočuje ravninu u prostoru. 
Ako u opću jednadžbu ravnine 


Ax+By+Cz +D =0 ž Sl. 51 


ne ulazi član sa g, t.j € =0, rada jednadžba Ax + By + D =0 predočuje, 
kako već znamo, ravninu paralelnu s osi Z, odnosno okomitu na ravnini X Y,.pri 
.čemu je pravac Ax + By + D = 0 trag te ravnine. 

Analogno predočuju jednadžbe . 


Ax+€2+D=0 
By+Cz +D=0 


ravnine, koje su paralelne s osi Y, odnosno .X, dakle su okomite na ravnini XZ, 
odnosno YZ. 


Ako u općoj jednadžbi. ravnine nema Kida s dvije promjenljive, na Lp 
A =0iC =0, jednadžba 


By+D=0 ili »=—Z 


predočuje ravninu, koje je paralelna s koordinatnim osima X i Z, pa je paralelna 
s ravninom XZ. (sl. 51). 


Slično su ravnine 


Ax +D=0 
i Cz+D=0 


paralelne s ravninom YZ, odnosno XY, 


Općenito može se kazati: linearna jednadžba uxyiz, u kojoj nema jedne 
ili dvije od tih promjenljivih, paralelna je s onim koordinatnim osima, koje odgo- 
varaju izostavljenim promjenljivim. 


Konačno, ako je D = 0, jednadžba prima oblik 
Ax+8By+Cs =0. 


pa predočuje ravninu, s prolazi ishodištem koordinatnog sustava“ jeruje zado- 
voljavaju koordinate (0, 0, 0) ishodišta O. 


c) Prelaz od opće jednadžbe ravnine na normalni oblik 
Neka ista ravnina ima dvije jednadžbe 


75 


Opću: Ax+By+Cz+D=0 
i normalnu xcosa -bycosB +zeosy—p=0 
Radi toga što te jednadžbe predočuju istu ravninu, slijedi da koeficijenti tih . 
izdnadžbi moraju biti proporcionalni (jednaki samo u posebnom slučaju). Stoga 
množimo sve članove prve jednadžbe s faktorom proporcionaliteta 2, koji nam 
zasad još nije poznat: 
Akx + Biy + O02 + DA = 0 


Sada možemo izjednačiti pripadne koeficijente obiju jednadžbi: 


Cosa = AA >| 
cos B == BX (a) i —p= DI (b) 
cos y = CA 


Kvadriranje i zbrajanje jednadžbi (a) daje: 
costa + costB + costy = M(A'+B'+C') 


ji prema (5): 
I=»x(A'+B* + C") 
Odatle 
i 


“IVATETE 
Uvrštenje (c) u (a) daje 
A 
B 
C 


KE SJET 


To su kosinusi smjera normale ravnine Ax+By+C#+D=0. 
Uvrštenje (c) u (b) daje 


cos « = 
(47) 


cos B = 


cos Y = 


pe e a 
: u VA + B: + Ct 
Prema tome : 
A B - C 


pam. parom = Pame su no 
IVATFBTIC * IVRTIBTO 8 EVATFBTOE 
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Pine. ment 


+ VA? + B: + C: 
Ax + By +Cz + D 


(47a) 
A'+B'+C: 


ili 


jednadžba ravnine u normalnom obliku. 

Odatle slijedi: da se izvrši prelaz od općeg oblika jednadžbe ravnine na 
normalni, treba jednadžbu ravnine podijeliti s +VA*+B"+C*, pri čemu 
se ispred korijena uzima predznak, koji je protivan predznaku od D, jer je p, 
kao duljina normale, bitno pozitivna veličina. 

Primjer. 
Prikaži u normalnom obliku jednadžbu ravnine 
2x—y+22+6=0 


KakojeA=2B=—l,C=2iD = +6, dijelimo jednadžbe ravnine s—\4 +1 +4-= 


—V9=—3: 


zito žrcis 0 normalni oblik 
3 3 3 
2 bo 2 
Prema tome: oGa=—=,esBP=Z.0v=—: »p=+2 


d) Udaljenost točke od ravnine 


Traži se udaljenost d točke T,(x,, Y,, Zi) Od ravnine 
E=xcosa +ycosB+zcoy—-p=0 


Zadanom točkom T, položimo ravninu E“ paralelnu sa zadanom ravninom Z. 
Iz slike 52 vidimo, da je xcosa + y cos B + y c0sy — -f» + dj = 0 jednadžba 
te paralelne ravnine E'. 


Točka T,(X1, Yi» Z1) leži u toj ravnini E, 
dakle 
xiC05a +yce0s B+Zic0sy—>p--d=21 
Odatle je 
d=xcosae+ycosB+zeosy—p (48) 


tražena udaljenost točke od ravnine. 

Da se odredi udaljenost točke od 
ravnine, treba jednadžbu ravnine na- 
pisati u normalnom obliku, pa u taj ob- Si. sa 
lik uvrstiti koordinate zadane točke. 


Prema tome obzirom na (47a) 
_ Axr+By+Ca+D 
+\4?+B+C Ne 


jest udaljenost točke T,(X,» Yu» 21) od ravnine Ax + By + Cz + D =0., 


(48a) 


T7 


Primjer. 
Odredi udaljenosti točaka T, (3,4, 5) i T,(3, —4, —5) od ravnine 6x + 4y +3ze12 20 
Prelazimo na normalni oblik prema, (472): X 


-6x+4y+32—12=0|: + V36 F16 49 = + V61 
6x +49 + 32 — 12 ' 


Ver 


=0 


a prema (48a) dobijemo 
Udaljenost točke T, (3, 4, 5): e 


d 6+3+4.4+3.5—12 37 37 
=== 


Var Var 78 


Udaljenost točke T4(3,—4,—5) 


PARNE a. need Mbi (== e 23 


Ve Van sem 


Za udaljenost d, dobili smo pozitivnu, a za d, negativnu vrijednost. Te znači, 
da točka T, i ishodište O koordinatnog sustava leže na različitim stranama zadane 
ravnine, dok točka T', i ishodište O leže s iste strane ravnine. 


e) Jednadžba ravnine u segmentnom obliku 


Ravnina u prostoru posve je određena, ako su zadani segmenti, t. j. odsječci 
m, n iq, što ih ravnina siječe na koordinatnim osima (vidi sl. 53). 


Polazimo od opće jednadžbe ravnine 
\ 


Ax+By+Cz+D=0 


Točke M(m, 0,0), N(0,n, 0) i Q(0o, 0, q) leže u zadanoj ravnini, pa uvrštenje 
koordinata tih točaka u jednadžbu ravnine daje: 


D 4 4 1 
Am +D=0, odatle mai ili ak 
D B 1 
ask odatle» E ili Sr VR = (a) 
ĐĐD_... C i 
Cq+D=0, odatle gm ili Dee 
Podijelimo li jednadžbu ravnine s — D 
A B C 
sDpo—oplrorj! 
i uvrstimo li ovamo jednakosti (a), dobit ćemo 
Šupe (49) 
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. To je jednadžba ravnine u segmentnom obliku. 


Uvrstimo li redom u (49) z=0,y =0ix =0, dobit ćemo jednadžbe pra- 
vaca, u kojima zadana ravnina šiječe koordinatne ravnine: 


MN 


x . sme 
Stu MO 


x z z 
Zeit NosčrE=1 
m q n q 
(vidi sl. 53). 

Primijetimo još, da položaj ravnine u prostoru najlakše odredimo izvršivši 
prelaz na segmentni oblik njene jednadžbe. 

Primjer. 

Prikaži jednadžbu ravnine 5x —2y + 82 :+ 4 = 0 u segmentnom ebliku. 

Podijelivši zadanu jednadžbu ravnine s — 4 dobijemo 


5 I 
—a*+tzv—žz—i=0 


Odatle ze n + 5 + i =1| segmentni oblik 
: ks za 
a je nm = že n=2 ; s==i 
paj 2 DO kra >» = 2 


f) Jednadžba ravnine kroz jednu zadanu točku T;(x,, Yu gi) 


Polazimo od opće jednadžbe ravnine 
Ax+By+Cz+D=9 
Ravnina prolazi točkom Ti(X1> Y0> Zi), dakle 
pr By,+Cz, +D=0 
Oduzmemo li od prve jednadžbe drugu, dobijemo 
poor +8B(y—y) +C(sz—2,) =0 (50) 
jednadžba ravnine kroz jednu točku T,(x, y1 Zaj. 


Mnogo je zgodniji za praktičnu primjenu drugi oblik te jednadžbe. Da ga 


Z =4A,i Z = 8B, glasiti taj dru- 


dobijemo, podijelimo (50) s C, pa će uz oznaku Cc Cc 


gi oblik ' 


A(x—x) + Bdly—9y) +(z—zjd= 0 (50a) 


Dva koeficijenta A,i B, ostala su neodređena, jer ravnina nije određena s jed- 
nom točkom, već s tri. 


£) Jednadžba ravnine kroz tri zadane točke T\(x,, y0 21), Ta(Xa 
BL) 8) i Ta(X2> Vs za) 
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Kako zadana ravnina prolazi trima zadanim točkama T,, T, i T,, koordinate 
tih točaka moraju zadovoljavati jednadžbu ravnine: 


Ax +By +Cz +D 
Ax + By, + Cz, + 
Ax, + By, + Ca + 
Ax, + By. + Cz, + 


ooo 
Knuo 


Dobili smo homogeni sustav od četiri linearne algebarske jednadžbe s četiri 
nepoznanice A, B, C i D. Znamo, da takav sustav ima rješenja različita od oče- 
vidnih, ako je determinanta sustava A = 0. 


Prema tome je 


x.y z 
XYZ 
X JM Za 
Xa Ja» Zs 


=0 (51) 


-.--- 


jednadžba ravnine kroz tri zadane točke 


Budući da je determinanta jednaka nuli, možemo je svesti na determinantu 
trećeg reda tako, da od elemenata svakog retka oduzmemo pripadne elemente, 
na primjer drugog retka: i ' 


X XY —y ž —zž, z 
Xi—X Y—>yj &—zžal=0 (5la) 
X —X HN>y Z—Ež& ; 
Primjer. 
Odredi jednadžbu ravnine, koja prolazi točkama T, (1, 1,—1), T,(3,—4, —2)i T,(—-3, 0,1). 
Prema (51a) 
x—1 y—! z+l1 
3—4 io —2+1| =0o 
—3—1 0—1 1+1 
ili 2 5 —i|1i|=0 


Razvijemo determinantu po elementima prvog retka: 


x—DE1O—1)—y—1)4—4) +(2 +1) (-2—20) = 0 
' —1ix +11 —222—22=0 
lix+222 +11 =0 
x-b 22+ 1=0 
Ravnina je okomita na ravnini XZ. 


h) Jednadžba ravnine u parametarskom obliku 


Neka je ravnina E zadana s dva pravca m i n, koji se sijeku u točki A(x,, x 21) 
(sl. 54). A 
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; ex. 
Zadanoj točki A(x,, y» 2.) dodijelimo radijvektor a | y, a zadanim prav- 
: LA 
pe C05 & = 4 > 1C0S 23 = 8 
ima m i n jedinične vektore_ s? (cosBi=b, i s (cosBi=b, 
: Cos Yi: a: C, €0s Ya = Ca 
Tečki zadane ravnine T(x,y, z), koju smo odabrali po volji, dodijelimo. radij- 


Z s GA 
vektor. rig Prema sl. 54: 


St. 53 


r=a+AT | (a) 


Vektor AT rastavimo u komponente u smjeru zadanih pravaca m i s, pri 
čemu duljinu prve komponente označimo s u, a druge s v. ui v su para- 
metri, koje moramo mijenjati od — oo do +oc, da dobijemo sve točke zadane 
ravnine. Na pr. za u =0 i v = 0 dobijemo zadanu točku A ravnine. 

Imamo dakle: 


Uvrštenje u (a) daje 


> 


r=a+ust+vs (52) 


To je parametarska jednadžba ravnine u vektorskom obliku. 
, + > -. 


> 
Prelazimo na skalarne komponente vektora r, a, st i 59. 


Bobijemo: 
x=x+ua, + va, 
y=yn+rub +vb, : ; (52a) 
_z=2+ ucy 2+ VCs 


To je jednadžba ravnine u parametarskom obliku. 


6 2B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio IH. 81 


Vidimo, da u jednadžbu ravnine ulaze dva parametra # i 9.,U tome se oči- 
tuje dvodimenzionalnost ravnine. 


5. Dvije ravnine 


a) Kut dviju ravnina 


Pod kutom dviju ravnina 


i Ez=A«+By +Cz2 +D =0 
B=Adax+By+Cz2+D, =0 


razumije se kut njihovih normala, jer je, kako'se vidi iz slike 55, kut između nor- 
mala jednak jednom od kutova zađanih ravnina (kao kutovi s okomitim krakovima). 
Jasno je, da je drugi kut ravnina suple- 
ment prvoga: dq = 180% — g. Na taj način 
svodimo kut dviju ravnina na kut dvaju 
pravaca, koji već znamo. odrediti [vidi 3. 
a) ovog 8). 

Povučemo li te normale iz“ ishodišta 
O“ koordinatnog sustava i dodijelimo li 
tim normalama jedinične vektore 


> C0S Ga para COS Ka 
miceosB i n9 4 cos Ba 
C05 Y, COS Ya 
SL 55 B g 
tada prema (194) imamo 
= 
Cos Q ==n9 19 = c0s 05 Aa -+ cos B, cos Ba -+ Cos Yi €0s Ya (53) 


ili obzirom na formule.(47) 
' AA41+B,B, + CC, 


VA7+B?+C;.\42+8B:+C? 


6) Uvjet okomitosti dviju ravnina 


cos 9 = (53a) 


Ako su dvije ravnine međusobno okomite, kut g = 90", a cos 90“. = 0, pa 
prema (53), odnosno (53a) imamo: > 


Aili + B,B, + CC, = 0 (54) 
uvjet okomitosti dviju ravnina. 
€) Uvjet piralelnosti dviju: ravnina ' 
Ako su dvije ravnine međusobno paralelne; njihove normale povučene iz 
ishodišta padaju;u isti smjer, pa je | 


u=e 5 BiB 3; o N=Y 


&2 


odnosne 


Cos, = Cosa), cos By == cos Bo i o6svi = ey, 
Prema tome obzirom na (47) dobijemo 


A A 


VAf+BTFCi VAFBI+CI 


Iste vrijednosti dobijemo za omjere Sa i=>, pa je 
a 2 
A,_B._C, s 
a rz (55) 


uvjet paralelnosti dviju ravnina. : 
To znači: koeficijenti od x, y i z u jednadžbama paralelnih ravnina su pro- 
porcionalni ili jednaki, ' 

Tako, na prsi.ravnine naveđene u primjeru 1. na str. 11 ne sijeku se u jednoj 
sghse 23 : 2 —3_ 5 1 
točki, jer:su prve dvije ravnine međusobno paralelne (2 Shta 5) 
pa sijeku treću ravninu u paralelnim pravcima r i q (vidi sl. 7). Ravnine navedene 
u primjeru 2. ne sijeku se uopće, jer,su prema (55) međusobno paralelne (vidi 

sl. 8). : - ' 
Iz formule (54) i (55) vidimo, da kocficijenti A, Bi C od x, y i z u jednadžbi 
ravnine određuju njen smjer, dok apsolutni član D određuje položaj ravnine u 


prostoru. 
4 


Primjeri 


1. Odredi kutove, što ih međusobno zatvaraju ravnine 
dx—5y+32z+7=0 i 2x +#3y—z—13 = 60 
Prema (53a) : 


4.24+(—5) 3+3%—0)_8—15—3_ 10 _ 
Vi6+25+9.V4+9+1i  Vs0.Vi4 V700 * 


V7 -—22__037 


cose = 


1 
moo 


og = 180% — 67%40' = 11220, 4 = 67%40 


2. Odredi jednadžbu ravnine, koja prolazi točkom (4, —1, 2) paralelno s ravninom 


17% +5y—42 +13 =0 
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Prema (50): i 
Ax—9)+By+D+Cae—D=0 
Prema (55): 
A=1;B=5 ; €0=—4 
Vx— 4) +55 +1)—4z—D=0 
Odatle 
x +5y—4z — 15 =0 
3. Napiši jednadžbu ravnine, koja je okomita na ravninama 6x—3y —82+4 = 0i 3x-4y+ 
+ 16z— 7 = 0, a siječe na osi Z odrezak q = 12, 
Iz posljednjeg uvjeta zadataka slijedi, da tražena ravnina prolazi točkom C(0, 0, 12), pa 
prema (50a) njena jednadžba glasi: 


A Q—0+By—0)+(z—12) =0 


iti Ax+By+1 z—12 208 . (s 
A =? B=? 
Prema (54): 


64,—3B.— 8=0 
34, — 4B, + 16 = 0 


Iz tog sustava jednadžbi računamo A, i Bi. 


Dobijemo: Ak=— 3; Bi=8 
Uvrštenje u (a) daje 2 
Px+8x+2—12=0 


ili 16x + 24y + 32— 36 = 0 


2 
4. Odredi međusobnu udaljenost d dviju paralelnih ravnina 


1) 6x—2y+9 +22 =0 
6x —2y +92 +33 =0 


Zadane ravnine su paralelne, jer x, BI iz imaju. iste koeficijente. Napišimo njihove jednadžbe 


u normalnom obliku i odredimo duljine p, i Pa normala bačenih iz ishodišta O koordinatnog 
sustava na te ravnine. 


Prema (47a) dijelimo obje jednadžbe s > \36 +4 +8 = —Vi2I = — nu 
Dobijemo: 
6... 2 _ . 
—_iš tn z—-2= PMi=2 
Siinirajeje m=3 


Budući da su ravnine paralelne, a apsolutni član D u obim jednadžbama: ima isti pred- 
znak, obje ravnine leže s jedne strane od ishodišta O. 
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Prema tome: 


daft.—h=3—2=1 


2) 3x+2y—62 +21 =0 
3x +2y—62—28 =0 


Postupamo na isti način: Prvu jednadžbu: dijelimo s — Y9+4 +.36 = —7, a drugu 
+7 


\ 


dobijemo Pi=3:4,.M=4 


Kako apsolutni članovi zadanih jednadžbi imaju različite predznake, ravnine leže na razli- 
čitim stranama od ishodišta O, pa je 


d=p+P=3+4=7 


d) Presječnica dviju ravnina 


Dvije ravnine, ukoliko nisu paralelne, sijeku se u jednom pravcu. O tome 
smo već govorili promatrajući pravac u prostoru kao presječnicu dviju zadanih 
ravnina [vidi 2.c) ovog. paragrafa). 


Primjer 
Odredi presječnicu ravnina 


3x+2y—42 +13 =6 
Sx—3y +22— 2=0 


izrazivši je u kanonskom obliku. 


Do tražene presječnice dođemo ovog puta tako, da najprije izvedemo njenu jednadžbu u 
parametarskom obliku,'a zatim pređemo na kanonski oblik. | 


Stavimo x = t, gdje je £ parametar, 
Uvrštenje u zadane jednadžbe daje: 


2y—4z = —3— 13 
—3Yy+2z=—š5+2 


Pomnožimo li drugu jednadžbu s 2 i zbrojimo li je s prvom jednadžbom, dobijemo 


—4y=—13t—9 


a odatie veb+2 


Iz prve ili druge jednadžbe nakon uvrštenja gornje vrijednosti za y dobijemo: 


19 35 
z.- mj t+<7s 9 
Prema tome 
x=t ij 
13 
= t +3 Su jednadžbe. tražene presječnice:u parame 
tarskom obliku | 
z= » t+ s 


Iz tih jednadžbi računamo t, Izjednačenje izraza dobivenih za £ dajć: 


9 _8 
Kula E 
Sla rai 
4 8 
9 35 
y—-> z—<z ; 
ili +_ 4_ 8 kanonski oblik jednadžbe tražene pre= 
KJ 26. 19 sječnice > 


6. Sjecište triju ravnina 


O tome smo već potanko govorili proučavajući determinante trećeg reda 
(vidi $ 1, 3), pa znamo, da se općenito tri ravnine sijeku u jednoj točki, čije ko- 
ordinate određujemo tako, da riješimo sustav, što Ba čine jednadžbe zadanih 
ravnina. 

Na pr. da odredimo sjecište koordinatnih ravnina XY, YZ i ZX, kojima su 
jednadžbe z = 0, x =0 i y = 0, riješimo sustav 


x=0 
y=0 
z=0 


a to'su koordinate ishodišta O koordinatnog sustava. 


Riješimo nekoliko primjera, koji ilustriraju posebne slučajeve sjecišta triju 
Tavnina. 


Primjeri 
1. Odredi sjecište triju ravnina : 
P=2x—3y+52—6-0 
Qs= x+ y+ z—2=0 
R=3x—2y+62—7=0 
Riješimo li taj sustav jednadžbi pomoću determinanata, dobit“ ćemo: 
uz mE oi 
= 7 > Do = o + %=-4 


jer su prva tri člana treće jednadžbe zbroj odgovarajućih članova prve i druge jednadžbe.- 

Ti rezultati pokazuju, da se ravnine ne sijeku, odnosno da se sijeku u beskonačno dalekoj 
točki; a kako zadane ravnine nisu međusobno paralelne (nije ispunjen uvjet paralelnosti (55)], 
to je samo tako moguće, da se zadane ravnine međusobno sijeku u paralelnim pravcima (vidi 
sh. 9). 

Da se u to uvjerimo, odredimo jednadžbe pravaca p, q i r, u kojima se sijeku zadane ra- 
vnine. Posrupajući na način naveden u predašnjem primjeru, dobijemo: 


jed gao 

presječnicu r ravnina Pi Q : Z = = = — z 
JE Mrak 

presječnica p_ ravnine QiR : sa = —£ = — : 
»+ Z PM: 

Idi : i x 8 U 
presječnica qg ravnina P i R : og 
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Izvedi to! 

Sve tri presječnice imaju iste koeficijente smjera 8,.—3 i —_5 dakle se ravnine zaista'sijeku 
u trima paralelnim pravcima p, q i r (vidi sl. 9). 

2. Odredi sjecište ravnina : 
2x—3y +52 —6 == 0 


x+ y1+ z—2=0 
3x—-2y+62—8=0 


Rješavanje toga sustava jednadžbi daje:, 


jer_je treća jednadžba zbroj prvih dviju. 


+, 0 - “ * < . .. 
Kako izraz u nema određenog smisla, zaključujemo, da se zadane Tavnine ne sijeku u jed- 
noj, već u beskonačno mnogo točaka, t, j. sijeku se u jednom pravcu. 


Da to dokažemo, odredimo na gore navedeni način presječnice zadanih ravnina. Dobit 
ćemo, da se sve tri ravnine sijeku u pravcu, kojemu je jednadžba: 


(vidi sl. 10). 
Vidi također S 1, točku 7. 


7. Pravac i ravnina 


a) Kut pravca i ravnine 


Pod kutom pravca p i ravnine 5 razumijemo kut €, što ga zarvara pravac p 
sa svojom ortogonalnom projekcijom p" na zadanu ravninu E (vidi sl. 56). 


Prema toj slici ; ; 
P= 90%— 4 | 


Zadanom pravcu 


dodijelimo jedinični vektor 


> [ cose 
A 50.4 cos B, 
om SI. 56 - 


a zadanoj ravnini 
=Ax+B+C5+D= 


jedinični vektor normale 


ez, COS Aa 
Ry Cos Ba 


COS Ya 


817 


Prema slici 56 i formuli (19) imamo: 


Cos \) == cos y Cos x» + cos Bi cos -Br'-b+ Cos Yi COS Y» 


a uzevši u obzir formule (39) i (47) i o = 90% — €. dobijemo 


SA aA +6B + cC 
sii o.= 


To je kut pravca i ravnine. 


b) Uvjet paralelnosti pravca i ravnine 


\STRTE VAITBIO 


(56) 


(56a) 


Ako su pravac i ravnina međusobno paralelni, tada je kut p = 0, odnosno 


sin g = sin0 = 0, pa je prema (56a) . 
dA +6B+cC'=0 
uvjet paralelnosti pravca i ravnine. 


€) Uvjet okomitosti pravca i garnine., 
> 


Ako je pravac okomit na ravnini, vektori se i ra su paralelni (sl. 56), pa 


COS Ga = C0$ da 
cos By = cos B, 
COS Yi, = COS Ya 


ili obzirom na formule (39) i (47): 


x 


a A 
Va'sr bl rat si VA +B:+GC 


s Verareae 


a 
A A1+B:+cC: 


Mate vrijednosti dobijemo za omjere F5 i c pa je 


uvjet okomitosti pravca i ravnine. 


(57) 


je 


(58) 


Pazi! Uvjet okomitosti: dvaju pravaca ili ravnina izražen je u obliku sume 
produkata, koja je jednaka nuli [vidi (43) i (54)], a uvjet paralelnosti — u obliku 
jednakih omjera [vidi (44) i (55)). U slučaju okomitosti i paralelnosti pravca i 


ravnine baš je obratno [vidi ša i (58)]: 


Oanačimo s z zajedničku vrijednost. omjera (58) 


a b feš 
— == =t 
A B C 
Qdatle 
a=1“A 
b=t:B 
ec=t-C 


t. j. koeficijenti smjera pravca su razmjerni s koeficijentima jednadžbe ravnine. 
Uzmemo li, da je faktor razmjernosti t = 1, dobijemo: 


a=4A; b=B; c=C 
pa jednadžba normale na ravninu Ax + By + Cz + D =0 glasi 


X—X_Y—Mm_Z—ž : (5%a) 


gdje su x,, y,. i Z, koordinate neke točke normale. 
d) Probodište pravca i ravnine i 


Koordinate točke, u kojoj pravac probada ravninu, najjednostavnije odre- 
dimo tako, da izrazivši jednadžbu zadanog pravca u parametarskom,obliku, odre- 
dimo onu vrijednost parametra r, koja odgovara traženom probodištu. Tu vrijed- 
nost parametra : dobijemo tako, da parametarske jednadžbe pravca uvrstimo. u 
jednadžbu zadane ravnine. X 


Pokažimo to na primjeru: 


Odredi probodište P pravca p = ma Pi as Riva, 


i ravnine 
E=3x+4y+2+6=0 
Parametarski oblik jednadžbe pravca p: 

6r +2 


—5r—3 (a) 
31+1 


loud 


x 
k4 
£ 
Uvrštenje u jednadžbu ravnine E daje: 


36 -+2) + 4(—5—3) +(3 +1) +6 =0 
ili . t+i=0 2 
Odatle : t=—!i 


To je ona vrijednost parametra 1, koja odgovara traženom probodištu P. 


Uvrštenje 1 = —1 u (a) daje: 


x=—4 
2 
z=—2. 


P(——4, 2, —2 


€) Uvjeti da pravac leži u ravnini 


Ako zadani pravac 


Xx y—H_ Z—ž2& 


leži u zadanoj ravnini 
Ax+By+Cz +D=0 
1) on je s njome paralelan, pa je prema (57) 
dA +6B+cC=0 (59) 
2) ravnina prolazi točkom T,(x, y9 Za) m dakle 


Ax+By +Cz, +D=0 (5932) 


To su uvjeti, da pravac leži u ravnini. 


Primjeri 
1. Odredi kut, što ga pravac = >; == zatvara s ravninom 2x — 6y + 
+3z—17=0 
Prema (56a): 
: 3+2+X—6) + (—4) -3 18 18 V29 
sne = - =— =-—_—il- 
V9Đ+4 +16. V4 1,36 + 9 7 V29 203 
\ ili sno = -— 0,478 


Py, =:28%30  ; P= 180% — 28930“ = 151230". 
2. Napiši jednadžbu pravca, koji prolazi točkom (—2, —1, 3) a usporedan je s ravminama 
Sx—y—z+4=0, x+3y+22—7=0 


Jednadžba traženog pravca glasi: 


a POE eo (0 


90 


ili 


ili 


Traženi pravac je paralelan sa zadanim ravninamaj dakle prema (57): 


Sa—b—ec=0/:c 
a+3%b+%=0/ic 


ela ' 
Odatle računamo Eo 
a b . € € 
—+3—+2=0 
c € 
Đobijemo: 
a 1 b 11 ' 
EP E“ TT poj 


3. Napiši jednadžbu pravca, koji prolazi točkom (3, —2, 1) a okomut je na ravnini 
3x+4y—z+3 =U 


Jednadžba traženog pravca 


ame . 
c € 
3 b_> 
c € 
Prema (58): 
ks. Z. 
34 —i 
Odatle: 
Baja, saa m 
€ —1L* «4 1 


Uvrštenje u (a) daje 


Do istog rezultata dolazimo i neposredno po formuli (58a). 
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4. Određi jednadžbu ravnine, koja je zadana s dva ukrštena pravea: 


1z jednadžbi zađanih pravaca vidimo, da se pravci sijeku u točki SK1, —2 ,3). 
Tražena ravnina prolazi tom točkom S, dakle prema (50a) 


Ax—D+BO+2)+(z—3) = (a) 
A=? B=2? 
Prema (59): 
3A —i= 
pada Bi : Odaue računame A, | 8, 
24, —5B—4=0 
Dobijemo: , 
13 10 
A. = 19 > B, =—j9 


Uvrštenje u (a) daje 
i 13 10 
rr kadikašrići +D)+(z— = 
ili 5 
13x— 10y + 192 — 90 = 0 


5. U primjeru na str. 68 odredili smo pomoću diferencijalnog računa najkraću udaljenost 
točke T(2, 1,3) od: pravca 


Riješimo sada isti zadatak na čisto analitičko geometrijski način. U tu svrhu: 
1) Točkom T(2, 1, 3) položimo ravninu E okomitu na zadani pravac. 


Prema (508) 
E=A(x—)+By—D+z—3)=0 
Prema (58) 
Napa 
A, Bo1 
Odatle ' 
1 2 
A=3 B B=35 
I 2 
, E=35e%—+350—D+(z2—3)=0. 


E=x+2y+3z—13 =0 


2) Odredimo probodište P ravnine E sa zadanim pravcem p. 
p u parametarskom obliku: 


x= t+1 
y=2+1 
z=3t+1 : 
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Uvrštenje u E daje 


: : 2 +1 +41+249+3—13 20 
ih I —7=0 


mer 
SI 2 

a je Preta =2 sai 

paj => h=2,%=3 
3 5 
M22. 4) 


3) din = TP = prema (9) = Vle-2) +(1—2)! + (:—5y 
dmin = V4 


6. Odredi najkraću udaljenost mimosmjernih pravaca 


z—1_y—2_z+1 IL re a ae 


s 2 43 3 —_2 4 


Pod najkraćom udaljenosti dvaju mimosmjernih pravaca razumije se duljina okomice, koja 
je zajednička jednom i drugom mimosmjernom pravcu. 


Da odredimo tu najkraću udaljenost, postupamo kako slijedi: 
1) Jednim pravcem, na pr. prvim, "položimo paralelnu ravninu E s.drugim pravcem 
Pravac_I. leži _u ravnini 
E=Ax+By+Cz+D=0 
. dakle prema (59) 1 (59): 


24+4B+3C =0 
A+2B— C+D=0 


Ravnina £ je paralelna s pravcem :II., dakle prema (57): 


34—2B+4C=0 


Dobili smo homogeni sustav od četiri linearne jednadžbe s četiri nepoznanice A, B, C.iy,D 
Znamo, da izjednačena s nulom determinanta toga sustava 


daje traženu jednadžbu ravnine £. E a 
Da je pojednostavimo. oduzmimo od elemenata prvog i trećeg retka elemente trećeg retka: 


x—1 y—2 ' z+t1 
2 4 3 
3 —_—2 4 


=0 


Odatle: 
«—D22—9—DGEI) +(2+1)(—16) = 6 
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ili : E=22x+y—16z—40 =0 


m 2) Očito je, da je udaljenost bilo koje točke pravca I1., na pr. točke(—2, —1, 3), ad ravnine 
E jednaka traženoj najkraćoj udaljenosti zadanih mimosmjernih pravaca, ' 
Prema (472) i (48a) imamo: 
22. (>D)—1—16-3—40_ 133 133 


S — ži =—49 
V484 F-1-F 256 Via “272 


dmin = 4, 89 


dmin = 
Kasnije ćemo slični zadatak riješiti pomoću diferencijalnog računa [vidi 84,15, o). Riješi 
ga sada na gore navedeni način. : 
Međusobnu udaljenost d mimosmjernih pravaca 
XX _Y—Y_Z--8 X—Xe_y—>M_Z—Z 
4 b, OG? a ba &, 


možemo odrediti i neposredno pomoću formule 


Xi-— Xa Yi—Js Zi-— ša 


4 bi Ci 

a2 b, Ca 

d == —> > —_=> 
j k 

a, b, Ca 

a: be €» 


$ 4. FUNKCIJE DVIJU 1 VIŠE NEZAVISNIH PROMJENLJIVIH 
1. Općenito o funkciji dviju promjenljivih. Njeno geometrijsko značenje 
i neprekinutost 


Znamo, da je na pr. obujam V kružnog valjka jednak rmrtw. Mijenjamo li 
polumjer r osnovke i visinu v valjka nezavisno jedno od drugoga, zavisit će vri- 
jednost obujma V od vrijednosti uzetih za ri v. To.znači, obujam V valjka je 
funkcija dviju nezavisnih promjenljivih r i v, t. i. Vo=f(1, v) 

Općenito funkcionalnu zavisnost veličine z od veličina x i y označujemo sim- 
bolički sa z=f(x,y) z je, dakle, funkcija ili zavisna promjenljiva, a x i y su argu- 
menti ili nezavisne promjenljive. Jasno je, da funkcija z dviju nezavisnih pro- 
mjenljivih x i y može biti izražena ne samo u eksplicitnom obliku z = f(x, y), 
već i u implicitnom obliku F(x, y, z) = 0. . 

Kako je za geometrijsko predočivanje argumenata x 1 y potrebna ravnina XY, 
za predočivanje funkcije g = f(x, y) potreban je prostorni koordinatni sustav. 
Zadajemo po volji apscisu x i ordinatu y, t. j. točku u ravnini XY, a iz zadane 
funkcije s = f(x, y) računamo pripadnu kotu ili aplikatu z. Skup svih pa- 
rova vrijednosti za x i y, t. j. skup točaka u ravnini XY, čine područje definicije 
funkcije z, koje nije više jednodimenzionalno, kao kod funkcije jedne nezavisne 
promjenljive, već je dvodimenzionalno, pa čini dio a ili cijelu ravninu XY (vidi 
sl. 57).. 

Konstruiramo li u svim točkama toga područja s okomice na ravninu XY, 
i nanesemo li ni te okomice pripadne vrijednosti funkcije z, izračunate iz zada- 
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nog izraza Ji (x, y) za tu funkciju, krajnje točke tih okomica ili aplikata (kota) dat će 
dvodimenzionalnu geometrijsku tvorevinu, koja se zove ploha. 

Prema tome, funkcija dviju nezavisnih promjenljivih z =/(x, y) 
predočuje geometrijski plohu u prostoru. 

Iz analitičke geometrije u prostoru (vidi $ 3) znamo već, da funkcija linearna 
uxyiz,t. i . 


Ax+8By+Cz+D=0 u “implicitnom obliku, 
4 B D za : 
odnosno duarežjadehkatroj u eksplicitnom obliku 


predočuje ravninu u prostoru, t. j. ravnu plohu. Jasno je, da je u općem slu- 
čaju područje definicije linearne funkcije cijela ravnina XY. 


pr 


SI. 57 < Sl. 58 


Slično tome kako funkcija jedne nezavisne promjenljive y = f(x) predočuje 
geometrijski pravac, ako je linearna u x i y, odnosno krivulju, ako u x i y nije li- 
nearna, predočuje funkcija dviju nezavisnih promjenljivih z = f(x, y), odnosno 
F(x, y, 2) = 0, koja nije linearna u x, yi z, neravnu oblu plohu. 

Kao primjer izvedimo jednadžbu kuglinc plohe ili, kako se obično kraće kaže, 
kugle. j - 

Sfika 58 predočuje prvi oktant kugline plohe polumjera r sa središtem u isho- 
dištu O koordinatnog sustava. Kako vidimo, kuglina ploha prikazana je u slici 
u lijevom pravokutnom koordinatnom sustavu. U tom lijevom sustavu prelazi 
os +Xuos +Y,os +Yuos +Zios +Z u os +.X okretanjem u smislu ka- 
zaljke na samu. 

Odaberimo na kuglinoj plohi točku T(x, y, z) po volji, pa iz pravokutnog 
trokuta OTT imamo 


1"=2+0T" 
a iz pravokutnog trokuta OKT' slijedi 
OT" =x+y. 
Uvrštenje u prvu jednakost daje 
x+yt +2 —r=0 
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To je jednadžba, kugline plohe polumjera r, kojoj je središte. 
u ishodištu, u implicitnom obliku. 


Odatle 
s= + r—s—y | (60%) 


jednadžba kugline plohe u eksplicitnom obliku. 
Vidimo, da z nije linearna funkcija od x i y i da je njeno područje definicije 
krug polumjera r, kojemu je središte u ishodištu O. 


Ako središte kugle nije u ishodištu O koordinatnog sustava, već u nekoj to- 
čki S(m, n, q), jednadžba kugline plohe glasi: 


(x—m)*+(y—n)*+(z—q)t=r (61) 
ili, ako kvadriramo binome i uredimo: 
a+yt +z2—2mx—2ny — 22 + (mt +n+q—r) =8 
Iz toga izraza slijedi opća jednadžba kugline plohe: 
A(xt+y+z) +2Gx +2Hy +212 + K =0 (614) 
Na pr. jednadžba 
dx" + dy? + dz — 8x.+ 16y + 202— 19 = 8 


predočuje kuglu. 
Da odredimo koordinate njena središta S i njen polumjer r,  godijenio jed- 


nadžbu s 4: 
(1—2x). + (+49) + (2+ 52) — PŽ 0 
si nadopunimo izraze u zagradama na potpune kvadrate: 
S\ 1 25 
(G—ip+Grda (eh 3) = 2+1+4+% 


(—U'+ (y+2)!+l[2 +3) 216 


s("-2—-) ; r=4. 


Prostorno geometrijsko značenje funkcije jedne nezavisne pro- 
mjenljive F(x, y) =0. 

Znamo, da funkcija F(x, y) = 0, odnosno y = = f(x) predočuje geometrijski 
krivulju u ravnini XY. Međutim, promatramo li tu funkciju prostorno, moramo 
uzeti u obzir, da u izraz. funkcije ne ulazi aplikata z, a to znači da aplikati z 
možemo dati bilo koju vrijednost pozitivnu i negativnu. Prema tome funkcija 
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F(x, y) = 0 predočuje geometrijski. plohu valjka, kojoj su izvodnice paralelne 
s osi Z, odnosno okomite na ravnini XY, i koja siječe ravninu XY u krivulj: 
F(x,y) = 0, ili drugim riječima; kojoj je krivulja di x, y) = 0 trag u ravnini X r 

Tako na pr. funkcija x? + y* = r? predo- 
čuje geometrijski u prostoru uspravni kružni 
valjak, kojemu je os simetrije os Z (vidi sl. 59) 

Iz istog je razloga 5 + R = 1 jednadžba 
eliptičnog valjka s istom osi simetrije. Visine 
obaju valjaka protežti se od —— oo do +00. Ho- 
ćemo li zadati valjak određene visine k mora- 
mo ga presjeći ravninama, na pi. ravninom 
KXY(z =0) i ravninom, koja je paralelna s 
ravninom XY, a udaljena od nje za h: z=h. 
Slika 59 predočuje uspravni kružni valjak. vi- 
sine hk, kojemu je jednadžba: : 


5 
x+y =" Si se 
z=0 a 
z=h 


Kako u izraz funkcije F(x, y) = O ne ulazi z, presjeci plohe valjka ravni- 
nama z = h uvijek su iste krivulje F(x, y) = 0 

Ako je funkcija F(x, y) = 0 linearna u x i y, ona predočuje ravninu, koja je 
okomita na ravnini X Y i koja ima za trag u toj ravnini pravac F(x,y) = 0. O tom 

* y 

je već bilo govora (vidi & 3, 4). Isto tako predočuju jednadžbe S -% =1i 
y* = 2px hiperbolu, odnosno parabolu u ravnini XY, a prostorno su to plohe 
valjaka, kojima su izvodnice paralelne s osi Z i koje sijeku ravninu X Y u tim kri- 
vuljama. 

Neprekinutost funkcije z s insj definira se slično kao 1 neprekinutost 
funkcije jedne promjenljive y = f(x) (vidi Dio I. 8.8,,1). 

Funkcija z = f(x, y) neprekinuta je uočki T,(x,, y.)> ako teži svojoj vrijed- 
nosti 2, = f(x, y1) u toj točki T,, kad x teži x,, a.y teži y,, t. j. ako je 


lim f(x 3) =H(xv yi) =a 
X > X ) 
Y >) 


Iz pojma limesa slijedi druga definicija neprekinutosti funkcije z = f(x, y) 
u točki T,(x, yi): 
Funkcija z = f(x, y) neprekinuta je u točki Ti(Xx y,), ako je 


IBJETEETV) —f(xy)|<e .čim je lx— x | < Š,(€) i ly > mie Š, (€) 


t. j. ako apsolutnu veličinu razlike između vrijednosti funkcije z, u točki T, 
(Xu yn ) i vrijednosti funkcije z u bilo kojoj susjednoj točki T(x, y) možemo na- 
činiti po volji malenom (<e), čim |x—x|i|y—y:| uzmemo dovoljno 
malenim (< 8), pri čemu apsolutna vrijednost tih razlika ovisi o zadanom po 
volji malom pozitivnom broju e (vidi sl. 60). 


TB. Apsen: Repetitogij više matematike — Dio III. 9 


Iz definicije neprekinutosti, funkcije slijedi : 

Funkcija z =f(x, y), koja je neprekinuta 
obzirom na obje nezavisne promjenljive x i, 
neprekinuta je i obzirom na svaku promjenljivu 
posebno, ali obrat toga stavka ne mora uvijek 
vrijediti. 

Funkcija z = f(x, y), neprekinuta u sva- 
koj točki područja, u kojoj je definirana, zove 
.se neprekinuta funkcija u tom području. 

Rekli smo, da vrijednost funkcije 


z=f(xy) 


SI. 69 


možemo geometrijski predočiti kao aplikatu 
točke, kojoj su apscisa i ordinara nezavisne: promjenljive x i y. Pojam »točke« kao 
cjelokupnosr vrijednosti nezavisnih promjenljivih možemo prenijeti i na veći broj 
nezavisnih promjenljivih. Tako za funkcije od tri i četiri nezavisnih promjenljivih 


u=f(x,), z), v=F(x,y, Z, t) 


inožemo kazati, da je u vrijednost prve funkcije u točki (x,y,2), a v — vrijednost 
druge funkcije u točki (x, y, 2, 1). U prvom slučaju možemo stvarno :tu točku 
geometrijski predočiti. obzirom na neki zadani trodimenzionalni koordinatni sustav 
kao točku u prostoru s koordinatama x, y, z, dok bi funkcija u spadala u-četvrru 
dimenziju; u drugom slučaju točku (x); y, z, £) ne možemo geometrijski predočiti, 
ali ipak možemo kazati, da je to točka četverodimenzionalnog prostora, razumije- 
vajući pod tim prostorom cjelokupnost vrijednosti četiriju variabla (x, y, 2, t), koji 
se sastoji od svih, mogućih vrijednosti mezavisnih promjenljivih x, y, 2, t. Prema 
tome, i neprekinutost funkcije triju i više nezavisnih promjenljivih možemo defi- 
nirati na jsti način, kako smo definirali neprekinutost funkcije dviju promjenljivih. 


2. Plohe drugog reda 


a) Općenito o plohama drugog reda 


Znamo, da funkcija dviju nezavisnih promjenljivih 2 = f(x, y) predočuje 
geometrijski plohu u prostoru. Možemo zamisliti bezbroj najrazličitijih funkcija 
dviju promjenljivih, a tim funkcijama odgovarale bi najrazličitije plohe. Međutim, 
postoji jedna vrsta ploha, koje imaju osobito značenje u teoretskoj fizici, mehanici, 
arhitekturi i t, d. To su plohe drugog reda, 1. j. plohe, koje su u pravokutnom 
sustavu izražene jednadžbama drugog stepena obzirom na koordinate. 


Znamo opću jednadžbu krivulja drugog rčda, odnosno presjeka stošca 
Ax: + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F=0 


koja predočuje kružnicu, elipsu, hiperbolu i t. d. u ovisnosti od veličine i pred- 
znaka koeficijensta A, B, C,D, E,i F.*) 


*) Vidi od istog pisca Repetitorij elementarne matematike, IV. 8.12. Tehnička knjiga, Za< 


greb: “1960. 
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Slično tome možemo napisati opću jednadžbu ploha drugog reda 
Ax3 + By? + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyg +2Gx +2Hy +212 +K =0 (62) 
Ne ulazeći potanje u diskusiju'o svim plohama, koje su implicitno predočene 
tom jednadžbom [vidi na pr. opću jednadžbu kugline plohe (61a)], promotrit ćemo 


samo_najvažnije oblike tih ploha uzevši.ih u položaju, kad se njikove ravnine si- 
metrije podudaraju s koordinatnim ravninama. 


S najjednostavnijim oblicima tih ploha i to s valjkastim plohama već smo se 
upoznali malo prije, a s rotacionim plohama u $ 7, 7 drugog dijela ovog Repeti- 
torija, gdje smo tom prilikom izveli jednadžbu, kugline plohe, do koje smo malo 
prije došli na drugi način, i jednadžbe rotacionih paraboloida i hiperboloida. Naš 
je sada zadatak, da proučimo još neke nerotacione plohe drugog -reda. 


b) Troosni elipsoid 


Izvedimo najprije jednadžbu rotaćionog elipsoida rotirajući elipsu 


y = < JE=E (s), 


kojoj. su poluosi a i ć, oko osi .X. 
Prema formuli (90) (Dio II. 8.7) 


[f(x] =y'+2" 


dobijeme A 
S (a'— x?) =y +2?| ca 
x? y? 2? 
Ze aa 
Odatle 
x J 2" : NPR F Rope : 
Ž+ćz+=>=1 jednadžba rotacionog elipsoida (dvoosnog) (a) 
a2 ae ( & 


Pomaknemo li svaku točku rotacionog elipsoida, koja je udaljena za y od rav- 
nine XZ, za dužinu 

,_ & 

yea lao y 


gdje je.b neka dužina manja ili veća od ctj., drugim riječima, stisnemo li ili razvu- 
čemo rotacioni elipsoid u smijeru osi Y, tada ćemo jednadžbu te nove plohe dobiti 


tako, da u (a) uvrstimo y = 5 y. 


Dobijemo 
x? lo, 2? 
a: + cz di ke + ro = 1 
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ili zamijenivši y' s y i skrativši e? 
L+k+%=1 (63) 
€ 


To je jednadžba troosnog eli- 
psoida, kojemu su a, b i c poluosi. Vi- 
di sliku 61. - 

Da upoznamo oblik te plohe, odre- 
dimo njene presjeke s koordinatnim ra- 
vninama XY, XZ i YZ. U tu svrhu 
uvrstimo u (63) jednadžbe tih ravnina: 
z=0y=0ix=0. 

Dobijemo 


92 os sja o) 
kuria, Tai o mnts=! 


rikes 


Vidimo, da koordinatne ravnine sijeku troosni elipsoid u elipsama, kojima su 
poluosi aib, aic bic. 3 : 
Promotrimo sada prijesjek troosnog elipsoida s ravninom z = h, tj. s ravni- 
nom, koja je paralelna s ravninom X Y, a udaljena od nje za h, gdje je|h| <c. 
Uvrštenje z = h u (63) daje X 


x? J? BI 
at boa X. 
ili 
x3 y? i 2 -2) 
arie koe 
' = s 
e(1—% #(1—% 


ž ' ' : m | a... 
a to je opet elipsa s poluosima a' = a i ai bb =bl/1— = ili prostorne 


uzevši eliptični valjak, koji proicira promatrani prijesjek na ravninu XY. 
Prema tome, svaka ravnina z =h, gdje je |h|<c, paralelna s ravninom XY, 
siječe troosni elipsoid u elipsi, čije se osi umanjuju s povećanjem ||. 
Na isti način može se pokazati, da su presjeci s ravninama y = &, gdje je 
Ik| <b, koje su paralelne s ravninom XZ, i presjeci s ravninama x =!, gdje je 
[i|<a, koji su paralelni s ravninom YZ, također elipse. ' 
Primjer, 
Odredi tangentne ravnine na elipsoid 
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koje su paralelne s ravninom 
x—4y +122 = 


Kako ćemo kasnije vidjeti (vidi točku 5. ovog $) jednadžba tangentne ravnine na elipsoid 
u točki T,(x,>Y1 21) glasi: 


EUNE> ZENE? 


stueta“! 
ili za nač slučaj 


64 136 o o (2) 


Zadatak'se svodi, dakle, na određivanje koordinata dirališta, t. j. x,, y11 žu. 
Diralište T, (XY Z1) leži na zadanom elipsoidu, dakle 


i PRINT / aiu SR bo 
dt uto! (b) 


pa pomnoživši jednadžbu (a) s 576, t. j. napisavši je. u obliku 


9x + 16y,y + 64212 — 576 = 0 


dobijemo prema gornjoj formuli i obzirom na zadanu ravninu x—4y + 122 = 9 


1 —4 12 
iki *%=—dy-Pa 
Odatle 
n-5a i n=—-3je 5 () 


Uvrštenje u (b) daje 
1 (16.144 M zg 
ula +35 3 =) u) 
Odatle 


121%? = 27 
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AUvrštenje vrijednosti dobivenih die 


(xDi 2= = 11 


Odu= F9 


Uvrstimo li izračunate koordinate dirališta tangentnih ravnina u (a), dobit ćemo tražene 


jednadžbe tih ravnina; 


x—4y +122— 44 = 0 
x—4y + 122 + 44 = 0 


c) Dvokrilni troosni hiperboloid 


Rotiramo li hiperbolu s poluosima aic:y = e Vxt —a: oko osi .X, dobič 
ćemo rotacioni dvokrilni hiperboloid 


SI. 62 


—%—z=1 (o 


(vidi Dio II. primjer na str. 210 i sl. 73). 

Stisnemo li ili razvučemo tu plohu 
u smjeru osi Y, tada dobijemo troosni, 
dakle nerotacioni dvokrilni hiperboloid, 
kojemu je jednadžba 


k EE (64) 


Vidi sl. 62. 


Tu jednadžbu dobijemo iz jednadžbe rotacionog hiperbolija na način pri- 
kazan pri izvodu jednadžbe troosnog elipsoida. 


Načini taj izvod! 


Presjeci s koordinatnim ravninama XY (z=0)i XZ (y =0) su.hiperbole: 


dok presjeka s ravninom YZ nema (vidi sl. 62). 
Presjeci s horizontalnim ravninama z = h su hiperbole: 


ili 


“kojima su poluosi 
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a 


-al/1+5 i wa =vlli+s 


Isto tako su hiperbole presjeci dvokrilnog hiperboloida s ravninama y = & 
baralelnim s ravninom KZ: 


. šli 


Peluosi tih hiperbola su: 


k? : k: 
=a +e Lo =c +5 


Međutim, presjeci s ravninama x = / paralelnim s ravninom YZ su za|/|>a 
elipse: 


ili 


kojima su poluosi: "'=b E =>—1 1/2 —i 


Za |1| <a presjeka nema (vidi .sl. 62). 
Primjer 
Odredi jednadžbe tangentnih ravnina na dvokrilni hiperboloid 


koji odsjecaju jednake odreske na koordinatnim osima. 
Prema (49). napišimo jednadžbe traženih tangentnih ravnina ul segmentnom obliku 


ili x+y+z=d (e) 


gdje :je Z odrezak (segment) na: koordinatnim osima. 
Zadatak se, svodi na određivanje jedne nepoznanice d! 


Kako.ćemo kasnije vidjeti (vidi točku 5. ovog 8), jednadžbu tangentne ravnine na dvokrilni 
hiperboloid u točki T, (XY: 21) hiperboloida možetno napisati u obliku 


saa“ ' (b) 
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Jednadžbe (a) i (b) su jednadžbe iste tangepine ravnine, dakić kočficijenti tih jedaaditi 
moraju biti proporcionalni, TAI: 


Ba o JI Ia 
“edkio Ed 
Li 1 d 
Odatic 
a [2 e* 
“= > Y%_—"2 3 #7 (o) 


Odatle je . 
d=+Va—b—e 


te wažene jednadžbe tangentnih ravmina prema (a) glase 


x+y+zrVa—bj—a=e 


d) Jednokrilni troosni hiperboloid 


Rotirajući hiperbolu oko osi Z dobijemo jednokrilni rotacioni hiperbeloid 
(vidi Dio II, primjer na str. 210), a od te plohe prelazimo na način naveden pod 
b) i c)na troosni, t. j. nerotacioni jednokril- 

Ni hiperboloid, kojemu je jednadžba 


i | (65) - 


Vidi sl. 63. 

(Pazi! Jednadžba dvokrilnog hiperboloida ima 
na lijevoj strani dva negativna člana, a jednokrilnog 
— samo jedan). 

Prijesjek jednokrilnog hiperboloida s ravninom 
XY (z=0) jest elipsa 


x y8 


"Također su elipse presjeci te plohe s herizon- 
talnim ravninama z = h. 


SL. 6 «+ De ' 
3 A zari +2 


po 


+ '=1 


(+2) #(+7) 


J04 


pri čemu su za sve h 


=a l 1 +5 i "= b/1+ La poluosi tih elipsa. 


Presjeci s koordinatnim ravninama XZ i YZ(y =0ix =0) su hiperbole: 


Također su hiperbole presjeci jednokrilnog luptsboloia s vertikalnim ravni- 
nama x =1, poralenim s ravninom YZ: 


Zoki oaj (a 


= a = (b) 
(ia) “(—q) 
pri čemu su za II|<a realne “poluosi tih hiperbola b'= b 1—-> paralelne 
s osi Y, a imaginarne c' =c 1/1 < poraleitić s osi Z (sl._63). 
Međutim, za |/|.> a izraz pod korijenom postaje negativan (1 5 < e), 


pa bi poluosi dobile imaginarnu vrijednost. Da dobijemo za osi realne vrijednesti, 
napišimo Jednadžbu (b) u obliku: 


KORE: SME NE JEM, ArOTE 
(2-1) Z-) 


a to su opet hiperbole, koje su konjugirane prema pređašnjim, jer su njiheve | 


2 = DI 
realne poluosi c' = c Va —i paralelne s osi Z, a imaginarne b' = b ja —1 


a 
paralelne s osi Y (sl. 63). 
Konačno za / =a, t. j. za x = +a dobijemo prema (65): 


ili 
Š 
i=E-<# 


a.te su projekcije u ravnini YZ dvaju pravaca, koji se sijeku:u osi X i u kojim tan- 
gentne. ravnine x = + a sijeku hiperboloid. 
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a U. sličnim presjecima sijeku hiperboloid i ravnine = k paralelne s ravninom 
XZ, pri čemu i ravnine y = + b tangiraju tu plohu i sijeku je istodobno svaka 
u dva pravca. 


p 


paninu troosnog jednokrilnog hiperboloida 


odnosno 


možemo prikazati u parametarskom obliku rastavivši na faktore njenu lijevu i 
desnu stranu: : 


G+)E-H-(+dt-Đ o 


Odatle 


gdje je t zajednička vječne tih omjera, dakka, promjenljiva veličina ili para- 
metar. 


Odatle 


(66) 


Dobili smo dvije linearne jednadžbe, koje za bilo koju po volji odabranu vri- 
jednost parametra 2 predočuju, kako znamo, dvije ravnine u prostoru. Te ravnine 
sijeku se u jednom pravcu. Dajući parametru z sve moguće vrijednosti, dobit ćemo 
bezbroj pravaca ili, kako se kaže, familiju pravaca ovisnih o jednom parametru: :. 
Uklonimo li parametar z iz tih jednadžbi, dobit ćemo jednadžbu hiperboloida. 
Pravci te familije leže, dakle, potpuno na: hiperboloidu, oni su njegove izvodnice. 
Iz toga razioga se kaže, da je jednokrilni hiperboloid pravčasta: ploha, jer su 
njegove izvodnice pravci, kao na pr. izvodnice valjkastih i stožastih ploha.*“Međutim, 
postoji bitna razlika između izvodnica hiperboloida i izvodnica valjka i stošca. 
Lako se može pomoću sustava (a) dokazati, da su izvodnice hiperboloida mimo- 
smjerni pravci, t.j., pravci koji se ne sijeku, a nisu ni paralelni, dok su izvodnice 
valjka međusobno paralelni pravci, a izvodnice stošca sijeku! se u jednoj točki. 


Jednadžbu hiperboloida (a) možemo rastaviti 'u dvije linearne jednadžbe i. na 
drugi način: 
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x z 
ZL a Mea 
iL ELE 

ba cc 
gdje je u novi parametar 
Odatle 

x Ze DA 
z+z=u(1+ Z a 
2-2- —2) 
a cu\_ 2 


Taj sustav linearnih jednadžbi predočuje novu familiju pravaca, koji potpuno 
leže na hiperboloidu i čine nov sustav njegovih izvodnica, koje su također mimo- 
smjerni pravci, pa se međusobno ne sijeku. 

Međutim, dvije izvodnice, koje pripadaju različitim sustavima (66) i (67), 
uvijek se međusobno sijeku, t. j. čine par ukrštenih pravaca, jer pomoću jednadžbi 
(66) i (67) možemo svaku točku jednokrilnog hiperboloida prikazati kao funkciju 
parametara ri u. 


tu +1 
Niz “ 
ded \m 
eia ; (68) 

tu—1 \ 
=c 

t+u 


To je jednadžba jednokrilnog hiperboloida u 
parametarskom obliku. ; 

Prema tome: na jednokrilnom hiperbolo- 
idu ima dva sustava pravocrtnih izvodnica; 
dvije izvodnice jednog sustava ne sijeku 
se međusobno, dok svake dvije izvodnice 
različitih sustava uvijek se međusobno si- 
jeku. (Vidi sl. 64). ; 


Primjeri 
1. Odredi za hiperboloid 


x? »? 2? NE 
"Re sam (oda 


tangentne ravnine koje prolaze pravcem 


Kako ćemo kasnije vidjeti (vidi točku 5. ovog 8), jednadžba tangentne ravnine na jedne- 
krilni hiperboloid glasi: : 


gdje su x,, 94 i Z, koordinate dirališta. 


Pi 
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Za naš će slučaj tražena jednadžba tangentnih ravnina“ glasiti: 
Mai. (a) 


Zadatak se svodi na određivanje koordinata dirališta x,,y, i Z,. Tražene tangentne ravnine 
prolaze zadanim pravcem To = = = prolaze, dakle, i onom točkom (0, 9, 0), kojom 
prolazi taj pravac. 

Uvrštenje u (2) daje; 


9y, E 
e+ s —* =1 
Odatle je 
+ 
Ja=1 
pa jednadžba (a) glasi sada: 

zu, ,I_ 2 _ b 
TASTE 1 (&) 


Tražene tangentne ravnine prolaze zadanim pravcem, dakle, su: s njime paralelne, pa prema 
(57) imamo: z 


24 (199.141). [—2\= 
\ 1 he Mesi) ( #) o 
Odaule 
10x, + 32, = 44. > 
44 — 10%, 
diše sr (ad 


Diralište (x,, 1, Z,) leži na hiperboloidu, dakle 


Odanle 


36 x1* — 92,2 = 128 (s 
Uvrštenje (c) u (d) daje: 


36x,* — (44 — 10x,)? = 128 


ik 
55 129 

x? —_ ru K+ 4 =09 
Odatle + 

55. 31 

(xD1a Ka + š 

Dakle 
"== 2 3 xa=3 (E 


198 


Iz (€) slijedi 


AM o 


Uvršienje (0) i (f) u (b) daje konačno jednadžbe traženih tangentnih ravnina: 
T14x + .32y + 381z — 288 = 0 


54x + 8y— 2lz— 72 =0 


2. Odredi pravocrtne izvodnice jednokrilnog hiperboloida 


koje prolaze njegovom točkom T, (5. 1, 4) . 


Gdredimo one vrijednosti parametara £ i u, koje odgovaraju zadanoj točki T, hiperboloida. 
Uvrštenje a = 6, b = 5, c = 4 i koordinate točke T u (68) daje: 


42 iu + 1 

—=6 

5 i+u 

he # —u 
u+t 

dead 
t+ u 


1z prve jednadžbe računamo tu: 


1+7u—5 
M Ta 


O 


Uvrštenje te vrijednosti tu u treću jednadžbu daje 


l+u= 5 —1 
idi nakon uređenja 
2 I+u—5 = (a) 
1z druge jednadžbe imame: 
Ju 
t = (b) 
Uvrštenje u (a) daje: 
že +u—5 = 
2 
Qdatle 
u=2 
a sada iz (b) slijedi: 
t=3 
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Uvrštenje sdjedneniu zaa,b,c,tiuu jednadžbe (67) i 160) daje jednadžbe traženih izvod 
nica u obliku presjeka dvaju parova ravnina: 


a+i-2b+% 
prva tražena izvodnica 

ža s(-2) , : 
6 4 2 5 

d+i(-3) 

: druga tražena izvodnica 

ž-2-:(!+3) : 

6 4 3 5 
10x — 24y + 152— 120 = 0 (0) 
10x + 6y—152— 30 = 0 
10x + 36y + 152.— 180 = 0 (& 
10x — 4y—15z— 20 =0 


Da prikažemo pravac (d) u kanonskom obliku, zbrojimo jednadžbe (d a zatim od prve & 
jednadžbe oduzmimo drugu. Dobivamo: 


Iz tih jednadžbi računamo y: 


Odanle 


20x + 32y — 200 = 0 
40y +302 — 160 = 9 


5x+ 81— S0=0 
4y+ 3z— 16=0 


s 7 _8 
5 
732416 _ 2—', 
=-> € 
3 
x—10_y_z— 
Nu EE ze 
5 3 
_16 
x—10_ y ž 3 


To je kanonski oblik jednadžbe (d) tražene izvodnice. 


Postupajući na isti način, dobijemo iz (c) kanonsku jedi 


nadžbu druge tražene izvodnice» 


€) Eliptički paraboloid 
Jednadžba eliptičkog paraboloida glasi: 
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*—>75_y_2—3 
9 10 10. 
x? bik 


(Obrati pažnju na«to, da lijeva strana jednadžbe potječe od elipse, a desna 
ed parabole). ž 

Kako je lijeva strana jednadžbe uvijek pozitivna za bilo koje vrijednosti x i y, 
mora biti pozitivna i desna strana, t. j. uvijek je z>0. Čitava ploha leži, dakle, 
iznad ravnine XY. Za z = 0 dobijemo x =.0iy = 0. To znači, da eliptički para- 
boloid ima s ravninom .X Y samo jednu zajedničku točku i to ishodište O, u kojoj 
leži vrh plohe i u kojoj ravnina X Y tangira paraboloid (sl. 65). 


Horizontalne ravnine z = A, gdje je h > 0, sijeku paraboloid u elipsama 


xi y? = . E 
mA EAT. 
kojima su poluosi a' =a\2h i 6 =bVžh. 
Presjeci eliptičkog paraboloida s koordi- 
natnim ravninama XZ (y=0) i YZ(x=0) 
su parabole s vrhovima u ishodištu: 


Z=22 ili x'*=2az 


g =22 ili yt = 2bz 


gdje su 2p = 2a:, odnosno 2p = 2b* parametri tih parabola: 


Presjeci te plohe s vertikalnim ravninama y = kix =1, koje su paralelne s 
ravninama XZ, odnosno YZ, također su parabole. 


Na pr. presjeci s ravninama y == k su parabole * - 


x? kt. 
a* + b: koj 
Qdanle | 
. X 
x =a (22 — La 
ili 


k* 
_— LJ kai 
x = 20'(# —3pi) 
pri čemu je parametar parabola 20 = 2a* konstantan, dok kote vrhova tih parabola 
2 š 
(5) rastu s povećanjem &, T. j. s povećanjem udaljenosti presječnih ravnina 
od ravnine XZ. 


U sličnim parabolama sijeku eliptički paraboloid i ravnirie x = / paralelne 
s ravninom YZ. : ' 


* 11 


Primjer A 
Odredi koorđinate diališta | i jednadžbu tangentac ravnine za paraboloid 
DANE 
ru + s 2z 
.koja odsjeca jednake odreske ma koordinatnim osima, 


Kako ćemo kasnije vidjeti Yvidi točku 5. ovog 8), jednadžba taagentne ravnine na cliptički 
psraboloid glasi 


xxyy 
= +R=z+an 
pi Pam £ 
a za naš slučaj 
KK 
*+%$-z+: (a) 


gdje su x, Yi i Z, tražene koordinate dirališta. U drugu ruku jednadžbu te tangentne ravnine 
mežemio prema (49) napisati u segmentnom obliku : 


pad | (b) 
m 


jer prema uvjetima zadatka tangentna ravnina odsjeca na koordinatnim osima jednakc edreske. 


Kako su jednadžbe (a) i (b) jednadžbe jedne te iste ravnine, izjednačimo: njihove koeRei- 
jente prethodno pomnoživši, na pr. jednadžbu (Ba s faktorom razmjernosti 2. 


X X X 
E 2 KA c 
je tj N (c) 


m 


Izjednačenje koeficijenata jednadžbe (c) i jednadžbe (a) napisane u ebliku 


ž:+ sz 
daje 
a_a 
m 4 
X 
m 9 
ko 
A\=2 
Iz treće jednakosti slijedi 
i=—m 
' pa iz prve'i druge dobijemo: 
nh=—4 i Nhn=—9 


li2 


Uvrstimo li x, = — 4, yy= —9i z = z, u jednadžbu paraboloida, dobit ćemo: 
“ ; bika 
a odatle je 


Uvrštenje koordinata dirališta (- 4)—9, 2) u (a) daje traženu jednadžbu tangente ra- 
vnine: 
=x—y=z2+ 2 
ili 
2x +2) +22 +13 =0 


f) Hiperbolni paraboloid ili sedlasta ploha 
Jednadžba hiperbolnog paraboloida glasi 


LR = 22 : (70) 


kod čega primjetimo, da tu plohu ne možemo dobiti niti rastezanjem niti stiska-: 
njem neke rotacione plohe. 

(Obrati pažnju na to, da lijeva strana jednadžbe potječe od hiperbole, a desna. 
od parabole). 


Prijesjek paraboloida s ravninom X Fis" = 0) daje 


x y 
, ab 
odatle je ' 
b i 
W=: a (a) 


ato su dva pravca u ravnini XY, koji su simetrični obzirom na os X (vidi u si. 66 
pravce. AOB i COD). 


Presjeci s horizontalnim ravninama z = h su hiperbole, kojima su realne osi 
paralelne s osi X 


i kojima su poluosi a“ = a\2h i 7 = b\2h itoza h>0. Za h < 0 dobi- 
vno hiperbole, koje su konjugirane prema prvima: 


P x3 y? na 
— zak 2B I 


gdje jeh =|h]. 


8 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 113 


Njihove realne osi su paralelne s osi Y. Pravci (a) čine prijelaz od prve fami- 
lije hiperbola prema drugoj familiji konjugiranih hiperbola i određuju smjer 
asimptota obiju familija hiperbola. ' : ' 

Prijesjek paraboloida s ravninom XZ.(y = 0) jest parabola 


x? = 2a'z 


kojoj se os podudara.s osi -+Z (parabola NOM u sl. 66). 
Također je parabola prijesjek s ravninom YZ (x = 0) 
vt =—2b'z 


kojoj se os podudara s osi —Z (vidi parabolu POQ u sl. 66). 


Isto tako su parabole i presjeci paraboloida s ravninama y = &, koje su para- 
lelne s ravninom XZ: ' 


amo 
odatle 
zbt 
x = 2a'z +5 
ili 


== 2a'(a + že) 


“Gornja jednadžba predočuje, naravno, projekcije tih presječnih parabola na 
ravninu XZ. Iz te jednadžbe vidimo, da se os tih parabola poklapa s osi Z, da su 


2b: 
kreću prema dolje. Na isti način se vladaju i same presječne parabole, jer se proi- 
ciraju na ravninu XZ u pravoj veličini, pa se. s povećanjem & njihovi vrhovi skližu 
po paraboli POQ prema dolje (vidi sl. 66), pri 
čemu su osi parabola paralelne s osi Z. 
Konačno i ravnine x = 1, koje su para- 
lelne s ravninom YZ, sijeku paraboloid u pa- 
rabolama. 


: : Bee : k:\ 
parabole otvorene prema gore i da se s povećanjem k& njihovi vrhovi | 


la y 
mne 
ili; 
b?i3 
servo 
odatie 


$ B 
= — "(= — 55) 


Iz te jednadžbe vidimo, da su osi tih parabola paralelne s osi Z, da su para- 
bole otvorene prema dolje i da se s povećanjem / njihovi vrhovi skližu po para- 
boli NOM prema gore (vidi sl. 66). 


li4 


Iz navedenog slijedi, da ploha ima sedlasti oblik i i beskrajno se proteže u svim 
smjerovima. a 


Jednadžbu hiperbolnog paraboloida 


x2 g? 
PTdE bi = 2z 
možemo napisati u obliku 
x HV he 
Faajir 5) 722 (e) 
odatle 
. BA 
a" 8 
DL 
a b 


gdje je £ zajednička vrijednost tih omjera, t. j. parametar. 
Odatle 


rs 

nui 11) 
x_y_a d ( 
qa bt | 


Linearne jednadžbe (71) predočuju geometrijski dvije familije ravnina, koje 
čine svojim presjecištima familiju mimosmjernih pravaca. Ti pravci leže na para- 
boloidu, pa su njegove pravocrtne izvodnice. Primijetimo, da te pravocrine izvod- 
nice leže u paralelnim revminama, koje su okomite na ravnini XY, jer u prvu 
jednadžbu sustava (TD) ne ulazi promjenljiva z, a parametar z nalazi se u općem 
članu jednadžbe, i da druga jednadžbu sustava (71) predočuje  svežanj. ravnina 
kroz ishodište O koordinatnog sustava. 


Jednadžbu (a) paraboloida možemo rastaviti u dvije linearne jednadžbe i ma 
drugi način: 


x. 
FOLNE z 1 
Ž 7 Pari 
a7 
ili 
x. 
dd 8.92 I 
7“ z x you 
qa o 
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Odatle 
(72) 


Dobili smo novu familiju ravnina, čiji međusobni presjeci čine novu familiju 
mimosmjernih pravaca, koji leže na paraboloidu, pa su njegove pravocrtne izvod- 
nice. I ti su pravci presjeci paralelnih ravnina, okomitih na ravnini XY, sa sve- 
žnjem ravnina kroz ishodište koordinatnog sustava. 

Riješimo li jednadžbe sustava (71) i (72) po promjenljivim x, y i z, dobit ćemo 
jednadžbu hiperbolnog paraboloida u parametarskom obliku. 


x =a(t +u) 
y=b(r—u) (73) 
Z = 2tu 


Iz navedenog slijedi, da je hiperbolni paraboloid, kao i jednokrilni hiper- 
boloid, pravčasta ploha, koju čine dva sustava pravaca. Pravci jednog sustava 
se međusobno ne sijeku, dok se dva pravca različitih sustava uvijek međusobno 
«sijeku tako, da svakom točkom paraboloida prolaze par njegovih pravocrtnih izvod- 
nica. 

Primjeri 

I. Odredi tangentnu ravninu na hiperbolni paraboloid 

16x? — 25y* = 800z 
koja je paralelna s ravninom 


8x — Sy — 202 = 0 
Podijelivši jednadžbu zadanog paraboloida s 400, dobit ćemo je u obliku 


x 5 
Po radno 


Kako jednadžba tangentne ravnine na hiperbolni paraboloid općenito glasi (vidi točku 5. 
ovog $) : 


a 


' 
z+z 


rm la 
a za naš slučaj 
dj JA (a) 


: 25 16 
zu se svodi na šdređivanje koordinata dirališta (1, Y12 21). To diralište leži na paraboloidu, 
: 16%," — 25y,* = 8002, (b) 
Napisavši jednadžbu (a) tražene tangentne ravnine u obliku 


16x,x — 25y1y — 400z — 4002, = 0 
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i.uzevši u obzir, da je ta ravnina usporedna sa zadanom ravninom 


8x—S5y—20z = 0 


dobijemo prema (55): 


16x, _ —25y, _ — 400 
8 —s5_—20 
ili 
2x, = 5, = 20 
Odatle 
x = 10 : 
nu=4 (o 
, Uvrštenje u (b) daje: 
1600 — 400 = 800 z, 
ili 82, = 12 
' 3 
Odatle a=3 5 (d) 


Uvrstimo li (c) i (d) u (a), dobit ćemo nakon uređenja traženu jednadžbu tangentne ravnine: 
u obliku: j 


8x —'5y — 202 — 30 = 0 


2. Odredi pravocrtne izvodnice hiperbolnog paraboloida 


x2 y2 
q-577. 


koje prolaze točkom paraboloida T, (6, 3, ?) ; 
Uvrštenje x, = 6 i y, = 3 u jednadžbu paraboloida daje aplikatu zadane točke Tj, te plohe: 


oO 
4-97 , 
ili 
9—1| =2z 
Odatle ži = 


Odredimo vrijednosti £, i pa parametara t i u, koje pripadaju zadanoj točki T, paraboloida. 
Uvrštenjea =2,b=3,x=6y=3iz =4u4(73) daje 


6=2(t+u) 2 
3=3%Y—u) 
4 = 2, 


Riješimo li prve dvije jednadžbe po z i u, dobit ćemo 


"di==:2 i u=1 
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"Te vrijednosti za 1, i u,, a također a = Ž.i 6 = 3 uvrstimo u (71) i (72): 


x (J a 
r+q7$ 
(a) 
EJ AERNE-? 
2 3 2 | 
Pe ze S 
Me Niska 
$ : (b) 
demo 


Jednadžbe (a) i (b) predočuju tražene izvodnice paraboloida zadane kao presjeke dva para 
ravnina. 


Na riačin naveden u $ 3, 2. c) izrazimo jednadžbe izvodnica u kanonskom obliku. 
Iz prve jednadžbe sustava (a); koji napišemo u obliku: 


3x +2y—24=0 
3x 2y—3z = 0 


slijedi 
_—3x+24_ x—8 
ki 2 mai (e) 
i 
—_2y +24 


Uvrštenje te vrijednosti za x u drugu jednadžbu daje: 


—2y+24—2y9-—-3z =0 


ši —4y—32+24 = 0 
Odatle i 
_—3z+24_ z—8 
kavani iri 4 (d) 
3 
Iz (c) i (d) imamo: 
«—8_y_z2—8 
pk ar 
E si oi —_3 
3 3 / 


To je jednadžba tražene izvodnice prve familije; koja prolazi zadanom točkom T,(6,3,4) 
paraboloida. 3 


Postupajući na isti način s jednadžbama sustava (b), dobijemo jednadžbu izvodnice druge 
familije kroz istu točku T, paraboloida: 


x—4. y_ z—2 
2 3 2 
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Često jednadžbe zadanih ploha dobijemo na mijednodavniji način pomoću 
stavaka vektorske algebre. , 


Navedimo dva primjera. 


1. Treba napisati jednadžbu plohe stošca, kojemu je os pravac 


, 273 6 
vrh u ishodištu, a kut otvora na vrhu 2a = oči (sl. 67). 


Osi stošca dodijelimo jedinični radijvektor pa Znamo, da su komponente jediničnog vek- 
tora kosinusi njegova smjera, pa računamo prema jednadžbi zadanog pravca: 


cosa = 2 === EA se 
+9+36 7" Te? 7 
> 2 3— 6— 
dakle ="Ti+trsijtsk 


> 

Isto tako dodijelimo točki T (x,y, 2), po volji odabranoj na plohi stošca, radijvektor r: 
> —> + > 
raxi+yj+zk 

Prema (19) i slici 67 imamo: 


> > 
\% 
l., 


Cose = 


Odatle prema (18) i uzevši u obzir, da je = 30", 


pa je cos 30 = 2, dobijemo: 
3 haj a 
Vs 5+ gole go 
“22 = Vs+tys+a E 


E (2x + 3y + 62)? 


4. 49(+y +29) 
ili nakon uređenja: 
13122 + 11142 + 32? — 48y — 49 xz — 14492 .= 0 
To je tražena jednadžba plohe stošca, 


2. Treba napisati jednadžbu plohe Kružnog valjka kojemu je os pravac 


a polumjer p = 3 (sl. 68). 

Opet dođijeimo osi zadane plohe jedinični vadijvektot 2, a bilo kojoj točki T(x,y, 2) plohe 
radijvektor 7. : : 

Iz jednadžbe zadanog pravca imamo: Vrsra. = V30 , pa je 


RI U PRE o 
0 V30 V3o ' V3o 
dok je ske 
> + 
rexi+yj+zk 
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iz slike 68 vidimo, da je 
p=r.sno=r.1-.sno, 


a to je prema (20) spoolutna vrijednost vek- 


torskog produkta seko ri pe tj 


> > 
p=|rXx%| (a) 


Računamo prema (27a): 


> => > 
Hi j k_. 
PRANAAI 1 > —> > 
TXo=| x 9 zi =izliQv—5)—j (2 — 2) + kiSr—y) 
V3 
o ' 
V30 V30 V5o 


Odatle prema (a) imamo: 


3= Vzsl09—5o* + (z—21) + (*—>| 


a nakon kvadriranja i uređenja 


2922 + 5y2 + 2622 — 10xy — 4xz — 20yz — 270 = 0 


To je tražena jednadžba plohe valjka. 


3. Rerčijalot derivacije krije dviju i više ipromjemijivih 


Neka je zadana eksplicitna funkcija dviju promfjenljivih z=/f(x,y). Budući 
da su x i y međusobno nezavisne promjenljive, možemo pretpostaviti, da se jedna 
promjenljiva, na pr. x, mijenja, dok se drugoj promjenljivoj y dade bilo koja kon- 
stantna vrijednost, ili da se y mijenja, dok x ostaje konstantan. 


2 kad Ax teži nuli bilo na koji 
način, t. j. limes kvocijenta prirasta Az, funkcije z, kad x poraste za Ax, dok se:y 
ne mijenja, i prirasta Ax argumenta x, zove se parcijalna (djelomična) 
derivacija funkcije z =f(x; 9) po x i označuje se s s ili 7 ili ili f,. 


Granična vrijednost kvocijenta diferencija 


Prema : tome 


ŽE _ dim Oče _ um + As) —f(9) 
Ox  Ax—6 AK se? AX 


Isto tako definira se parcijalna derivacija funkcije ž=/f(x, ) poy, 


kao limes kvocijenta «diferencija 52, kad y dobije prirast Ay, koji teži nuli bilo 


na koji način; dok x ostaje konstantan, a označuje se s x ili LE y ili gi 
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8z _ lim dz, 2 SRA GŽEJ + Ay) — (29) 
8 Ayxs0Ay Pr? Ay | 
1z navedenog vidimo, da funkcija dviju nezavisnih promjenljivih ima dvije 
parcijalne derivacije: jednu po x, a drugu po y. 


. Pazi! Parcijalne derivacije označuju se- pomoću okruglog 0 (5 i) dok 


Kalu? d, kako znamo, služi za označivanje derivacija funkcije jede promjen- 
ljive (2) i za označivanje diferencijala bilo koje funkcije. 


Navedimo primjer. 
Odredi obje parcijalne derivacije funkcije 


Z = 3x2y% — 7x2)" + 10x2— 3x + 89? — 4y + 12. 


Da odredimo parcijalnu derivacija 2 po x, derivirajmo zadanu funkciju po x, 
pri čemu smatramo da je y neka konstanta. 


Dobijemo: 


oz 


— Ty5 . 3x = 
sra = 3y*. 2x — Ty. 3x + 20x —3 


(posljednja su tri člana funkcije otpala pri deriviranju po x, jer su konstante!) 


ili . = Gy s Zia + 203. 


Sada parcijalno derivirajmo zadanu funkciju po y, u tom je slučaju x kon- 
stanta. 

Dobijemo: . , 
Ze 3x1. 3yt— Tat. 3yt +0—0+16y—4 
ili 


i 9x?y* — 21%)! + 16y — 4 
Iy 


Traže li se vrijednosti parcijalnih derivacija dje funkcije u nekoj po- 
sćbnoj zadanoj točki (x,, Yi), treba najprije izračunati parcijalne derivacije te 
funkcije, a zatim uvrstiti u dobivene izraze koordinate x, i y, zadane točke. 

Na pr., u točki T,(2; 3) parcijalne derivacije funkcije navedene u našem pri- 
mjeru imaju vrijednosti: 


32) =6:2.27=2144.27420:2—3=— 1807 


(52) =9.4.9—21.8.9-+16.3—4 = —114 
dyli ani 
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Pokazali smo, da tražeći parcijalnu: đerivaciju+po x funkcije z = f(x, y) u 
nekoj točki T(x, y), t. i. tražeći 


0% f(x + Axy9) —f(x:9) 
dx Maia dx 


dajemo x prirast Ax, dok y ne mijenjamo. Na slični način definirano 


BE _ uy Žlyd Ay) — fly). 
dy “ Ay—>0 Ay , i 


Geometrijski to znači, kako se vidi iz slike 69, koja prikazuje samo ravninu 


argumenata x i y, da kad tražimo Sa točku T pomičemo paralelno s osi X za odre- 


zak TT. == Aku položaj. Ti(x +Ax 9), € kod tražimo & pomičemo točku T 


paralelno s osi Y za TT, = Ay paralelno s osi Y u točku T,(x,y + Ay), pri čemu 
u prvom slučaju točka T, teži točki T, idući po pravcu T,T, koji je paralelan s oši 
X, dok u drugom slučaju točka T, teži točki T idući po pravcu T2T, koji je para-: 


lelan s osi Y. Stoga se kaže, da je S. parcijalna-derivacija funkcije z= 


=f(x,y) u smjeru osi X, dok je dy parcijalna derivacija te funkcije 


u smjeru osi Y. 
Jasno je, da možemo definirati i parcijalnu derivaciju funkcije z u ma kojem 


smjeru s, koji je određen kutom o (vidi sl. 69), ako pomaknemo toćku “T u točku 
Fs udaljenu odtočke Tza TT,=As, iako TT, = As teži nuli. Tada j je S deri- 
vacija funkcije z = f(x, y) u točki T u smjeru s(9). 


. $ 2... dz 
Izvedimo izraz za tu derivaciju Ze 


Malo kasnije uvest ćemo pojam totalnog 
diferencijala dz funkcije z = . vj: 


[vidi dalje formulu (80)]. 
Podijelimo li dz s ds, dobijemo: 
dz _8z dx_ dz dy 
odi do 0x ds dy ds 


Prema slici: 


Uvrštenje daje 
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To je izraz za derivaciju funkcije z = f(x, y) u smjeru s (9). Potanko o dđeri- 
vaciji u smjeru s () vidi dalje S 13, 1. 


Na isti način definiramo, označujemo i računamo parcijalne derivacije funkcije 
triju i više nezavisnih promjenljivih. 


Uzmimo na pr., funkciju » triju promjenljivih x, y,-z 


u == Sx'smy — 2 sin x tg y cos z + da? arc tg z 


Računamo: 
du MEA , 
l. Er. smatrajući da su y i z konstante: 
du Đ 
Sa 10x sin y — 2cos x Ig y cos z -+ da* Ina arc tg z 
du je : 
2 dy smatrajući da su x.i s konstante. 
Đ ; 1. ' 
> = 5x*cosy — 2sin x + FILA mrze 0 
du Ka iš 
3. še smatrajući da su x i y konstante. 
du 
mug 4a* . ——— 
So = mannas a Ira 


Vidimo, da funkcija triju promjenljivih ima tri parcijalne. derivacije. Očito je, 
da će funkcija od x promjenljivih imati x parcijalnih derivacija. 

Parcijalne derivacije složenih funkcija dviju i više promjenljivih 
računaju se po istim pravilima kao i obične derivacije složenih funkcija jedne pro-> 
mjenljive (vidi Dio I 89, 8), treba samo uvijek držati na pameti, da su: 
sve promjenljive konstantne osim one po kojoj deriviramo, pa pri- 
mjenjivati one formule deriviranja, koje odgovaraju tom posebnom slučaju. 


Primjeri 


Odredi parcijalne derivacije funkcija. 


kič 2 
I. oz get < 
a lele 
“| 2) a ET 
x 
Ne odn dA dize 
D i a 
dy 1+ (2) x +Ž a +y 
x x 
2 z = 
dz 
= geji 
s a Sf 
ATE 
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i24 


dz (+). —e. 


e (ye +ye —e*) 


cd (č +e) (+ e) 
dz _(be)-e"x—eP e_x +xe—e) 
dy (+) (+ e) 


u=Varysyrz 


, 


du 1 x x 
Ze ogni E E 
x IVet+tyiz Ve+s+kz2 u 
šo 2Ve+tyrz Ve+s+a u 
du od ri z _z 
HZ ZVe+tyj+z Ve+y+2 4 


uk gyčta ao 


dx 

da PEKE EE ALE 
du sz «sz y- 
32.7 oMnx-yit+y"dlny .x+x>|£ 


6. Izračunaj za funkciju 


_ xcosy —y 605 x 
 1+snx+siny 


dz 
dx 


. dz 
in jže 


u točki 


Zoya ay" .My 24 2? .mnz.y 


>.x 


1 


x%=0 


> 


»=0 


dz _(1+sinx + siny)(cosy + g šin x) — (x cos y — y cos £) cos x 


dx 


Uvrštenje 


Xx%x=0 i yo =0 dajc 


(I +sinx + sing)? 


oz 
EI 


o Eas s ji a aje Grid o 


dy 


Uvrštenje 


7. Odredi 


(1 +snx+sny)? 
: i (9. 
Xo=0iy =0 daje: oh =! 
2 iju u = (0 —29) : 
EI za funkciju u cas £ 29) u točki g, 


= 


> 


o 


du _ +2 cos (+ 2) sin(pg — 29) + cos(p — 2) sin (Pp + 20) 
EEK 


Go) F 29) 


+la 


Uvrštenje o = m i d= se daje 


2 . T ME 

6 ja c08 — Plač Shue Svake e SA I z 

E pra 2.2 2V2 
4 4 


4. Geometrijsko značenje parcijalnih “derivacija. funkcije dviju 
S promjenljivih 


Pretpostavimo, da smo izračunali obje parcijalne derivacije funkcije # = f(x,y) 
u točki Ti(X,, Y,> Z1). Pokažimo geometrijsko značenje tih parcijalnih derivacija. 


Kad smo funkciju z = f(x, y) parcijalno derivirali po x, smatrali smo da je 
)y = yi (konstanta). 


Znamo dar =y, predočuje ravninu, koja je paralelna s ravninom .XZ i uda- 5 
ljena od nje za y,. Ta ravnina E, (vidi sl. 70) siječe plohu, koja je geometrijska 
predodžba zadane funkcije z = f(x, y), u krivulji AT,B. 


Kako je funkcija z za y = y, (konstanta) funkcija jedne promjenljive x, predo- 
čuje Se u ravnini E, gradijent tangente povučene na tu presječnu krivulju AT,B 


utočki 7), t. j. tangens kuta što ga tangenta :, zatvara s osi +X, odnosno s pravcem 
y =), paralelnim s osi X: 


—=4&ga (14) 


Na isti,način, kad deriviramo funkciju z po y, smatramo da je x = x, (kon- 
stanta). Ravnina x = x,, koja je paralelna s ravninom YZ, a udaljena od nje za, 
x, (ravnina E, u slici 70), siječe plohu z u krivulji CT,D, pa je 


oz ; 
dy =EgB ' A (74) 


tj. . je tangens kuta što ga tangenta £, na tu presječnu krivulju u točki T, 
zatvara s ++ osi Y, odnosno s pravcem x = x,, paralelnim s osi Y. 


Iz analitičkog i geometrijskog značenja parcijalnih derivacija jasno slijedi, 
da parcijalno derivirajući zadanu funkciju z = f(x, y) u nekoj točki T,(X,, Yu'Z1) 
funkcije, mi tu funkciju deriviramo idući samo u smjeru osi x, a parcijalno deri- 
virajući funkciju po y deriviramo je u smjeru osi Y. 


"Tangente r, i ta, koje se sijeku u točki T,(x,, Y2> 21) plohe z =f(x, y), odre- 
duju tangentnu ravninu na tu plohu u toj točki T,. 


Pretpostavimo, da su te tangente 2, i t» horizontalne, t. j. paralelne s ravninom 
XY. U tom slučaju određuju te dvije tangente horizontalnu tangentnu ravninu 
na plohu, pri čemu je 
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s: =gau=g0=8 


(7) -ub-uino—o 


jer je tangenta t, paralelna s-osi X, a tangenta r, s osi Y. 


Prema tome je u točkama plohe z = f(x, y), u kojima je Sa =0i ie = 0, 
tangentna ravnina horizontalna. o 
Primjer 
Ravnina 
sio! 


presječena je ravninama y =3ix=2. 
Odredi kutove, što ih ti presjeci zatvaraju s pozitivnim smislom koordinatnih osi X i Y 
(81. 71). 


SI. 70 SI. 71 


Budući da su presjeci AB i CD pravci i da je ravnina y = 3 paralelna s ravninom XZ, dok 
je ravnina x = 2 paralelna s ravninom YZ, iz geometrijskog značenja parcijalnih derivacija slijedi, 
da su parcijalne derivacije zadane funkcije gradijenti tih presjeka u tim presječenim ravninama, t. j. 


dz 
mot 
dz 
dy 7 tg Ba 


. Napisavši jednzdžbu zadane ravnine u eksplicitnom obliku 


jašta iei 
z=5d—3—8) 


računamo: 
z=5 (=: -L3 
Ox 6) 6 
2 i 1 5 
> 9] 79 
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Dakle je 
oz 5 . 
E do tg % uši = — 0,833 
oz 5 
hi Bi=—3 =—0555 
Odatle ; j 
&, = 180* — 39%50“ = 140"10* 
Be — 180% — 2900" = 151% 007 
Kako je os Y okomita na ravnini y = 3, u kojoj leži Bor AB, a os X okomita na ravnini 
x = 2, u kojoj leži presjek CD, bit će 
Pi == 90" 
= 90" 


Do istih rezultata dolazimo, ako uzmemo u obzir da su presjeci AB i CD paralelni s prav- 
cirna, u kojima zadana ravnina siječe koordinatne ravnine XZ i YZ. 
A \ 


5. Jednadžbe tangentne ravnine i normale na plohu s = f(x, y) u zadanoj 
točki TZ: Yi £,) plohe 


Geometrijsko značenje parcijalnih derivacija Sri he daje mogućnost lakog 
«izvođenja jednadžbe tangentne ravnine na plohu z = f(x, y). 
Tangentna ravnina prolazi diralištem T,(X,,y9 21), pa njena jednadžba prema 
£50a) glasi: ' 
Al(x—x) +B(y—y) +(2—z2j =0 (a) 


Imamo odrediti dvije nepoznanice A, i B,. 
Tangenta z, leži u tangentnoj ravnini, pa je s njome paralelna, a uvjer para- 
lelnosti pravca i ravnine znamo, te prema (57) imamo: 


Aa+Bb+1-c=0 (b) 


gdje su a, b i c koeficijenti, odnosno kosinusi smjera tangente ti. 
Pokazali smo, da je g& = š (74), a odatle po poznatoj trigonometrijskoj 
formuli (Vidi Reper. elem. matematike, III, & 4) imamo: 


1 i 
Vi + 18% ia zv 
1+ (5 


COS & = 


Iz slike 70 vidimo dalje; da tangenta rz, zatvara s osi + Y kut B, = 90“, jer 
leži u ravnini E, || XZ, pa je cos B, = cos 90* = 0. Isto tako se vidi, da ta tan- 
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genta zatYara s osi +2, ednosno s njoj paralelnim pravcem T,T', kut vi = 
= 90" —a,, pa je 


(dz 
Cos Yi = c0s(90* — a,) = sna = pa. PM prema (74) = — 9EM 
i Vi + Ig*a, 1 g (F2Y 
* 1dx 
Uvrštenje 
dz“ 
1 dx 


u (b) daje 
| dz 
dA j : . 
Z\? ZV 
V!+ (2) (52) 
a odatle je “ 
dz 
A, = mer (c) 


Na isti način dobijemo prema slici 70 slijedeće vrijesnosn za kosinuse smjera 
tangente 1," 


a = (005%, = cos 90“ = 0, 


jer je. £,\| YZ 
o 1 l 
b = cos B, = cos(180 I Tri ZL 
\ dy 
dz 
jer je prema (74a) g E ==: 
y 
dz 
, o dy 
€ = 605 Y, = cos(90" + B,) = — sin B, = — IE asa 
1 29) 
Uvrštenje u (b) daje: 
dz 
—B, : == dy = 
zv z 
+61 V:+6) 
Odatle je \ ; 
dz 
B= Er (d) 
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UUvrštenje (c) i (d).u (a) daje 


a ) 
— 5: (*— x) —35 (9 —94 +(z—z2) =0 


ili 
' o ' oz Pog 
(52) 6 — 20 +(5),0—9/==.—a (15) 
To je jednadžba tangentne ravnine na plohu z =/f(x,y) u točki. 
: dZ\ . [dz m š amioa pan < 
T,(X» Y»> Zi), gdje su (52), i (>). vrijednosti parcijalnih derivacija, u koje su 


uvrštene koordinate dirališta. Indeksi »I« uz parcijalne derivacije pokazuju, da:su. 
parcijalne derivacije uzete u točki T,(x,, Yu Zi). 


naa oz! : š 
Upotrebivši Gaussove oznake S =pi > = gq, (odnosno Di g, u točki T) 
jednadžba tangentne ravnine glasi: 
(x—x)Pi +(y—y JQ =Z2—8 (75a; 


Malo kasnije ćemo pokazati (vidi točku 11 ovog $) da jednadžba tan- 
gentne ravnine na plohu zadanu implicitno F(x, y, £) =0 u točki 
T,(xu Ya» Zi) glasi: : 


(57) 620 + (8)0—9+ (B)a—29-0 09 


Indeksi »1« uz parcijalne derivacije kazuju, da vrijednosti tih derivacija treb:: 
uzeti u diralištu T,(X,, Y» 21). 


Izvedimo sada jednadžbu normale na plohu zg =f(x,y) u istoj točk: 
T,(X: Y» Zi) plohe, t. j. jednadžbu pravca u, koji je okomit na tangentnoj ra- 
vnini u toj točki 'T, (vidi sl. 70). 

Normala prolazi točkom T,(X» Y»> Zi), pa njena jednadžba prema (38) glasi 


a b € 


sE adja KREZ : 2. d b mA 
ili, podijelivši sve nazivnike s c i označivši = sa, a ra s b,, dobijemo 
i 


*—%_ > Z—ž, (a) 


Treba, dakle, odrediti, samo 4, i b,. 
Normala je okomita na tangentnoj ravnini 


oz dz 
RE ga U o agr =0 


9 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio LII. 129 


pa prema poznatom nam uvjetu (58) okomitosti pravca i ravnine 
Za naš slučaj imamo: 


Ddatle Aa=—— 


Uvrštenje u (a) daje 


mwa Koi — (77) 
J dy 1 
To je jednadžba normale na plohu z=f(xy) u točki T,(x, )Y9 Zi) 
: dZ\.. (0Z ze : deogiia mm m 
plohe, gdje su (53), i (s; 2 vrijednosti parcijalnih derivacija u diralištu 7. 
Ista jednadžba uz Gaussove oznake glasi: 


rom Teh Pr 77 
SE SI = (77a) 
dje je = (22) ia = (52) 
gdje je Pi: = dak qna= dyh 


Na plohu zadanu implicitno doo y> z) =0 jednadžba normale u točki 
T,(X Yi, 21) glasi: 


(vidi dalje točku 11 ovog 5). 


(78) 


Primjeri 
1. Odredi jednadžbu tangentne ravnine i normale na troosni slipenidi 


xyz z \ 
Sthtao 


outočki Tu(x y9 zi) elipsoida (sl. 61). 
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Najjednostavnije odredima jednadžbu tangentne ravnine | primijenivši fbr- 
“nulu (76). ; 
U tu svrhu napišemo jednadžbu elipsoida u implicitmom obliku: 
/ : m ; 
' obje NAI E s 
Fly 2)=2t o i=0 


pa računamo: 
oF de 2x. OF 29. OF 2z 
x a" dy bd az e 


au točki T,(X9 Y9 Za) 


(a) 


OF 2x, OF yi BF 23 
aha lghos laha 


Uvrštenje u (76) daje 


PETE 2y 22 
(x—x) 77 +ly—y) a + (2—830) <p =0 
Odatle 
pan pra pa i 
a? b? c% a' b? c 


ili 


Uvrštimo li jednakosti (a) u (78). dobit. ćemo jednadžbu normale u točki 
T,(X» Ya» Zi) Elipsoida. 


ili 
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2. Odredi jednadžbu tangentne ravnine na eliptički paraboloiđ | 


u točki Ti(Xu Yu Z,) paraboloida. 
Napisavši jednadžbu paraboloida u implicitnom obliku 


2,9 . 
PG J» z) = ro + mou 0 
računamo prema (76): 


OF 2x BF _2y. AF 


rasi lik adio pi 
autočki T,(X» Yr ZV paraboloida 
IF _ 2. (0F 294. PFA _ 
3x), “a>? nk rop 32), žu 


Uvrštenje u (76) daje: 
2 2 ' 
(x—x,) p. + (9 >) 5 — i(z—>z) =0 
ili j 
xx yy x2 
za ete 


2 v2 
a kako iz jednadžbe paraboloida slijedi da je 24 +21 =2z, dobijemo 


b* 
XX1 Yi * 
a hote 


Dokaži na isti način, da jednadžbe tangentnih ravnina u točki T\(x, y.21) 


glase : 


2 2 2. 
za dvokrilni troosni hiperboloid adi ed 
a2 bo 
XX Yi ZB 
Pe Lek Dini 
. okova nr id x 92 
za jednokrilni troosni hiperboloi ST mon 1 
JSN A E 


Ponikli i oja 
aš: bh zu 
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Navedimo još jedan primjer. 
Napiši jednadžbe normala u sjenštu ploha 


z=At+y 
z=x+y+4 
ak 
Iz zadanih jednadžbi razabiremo, đa je prva ploha rotacioni paraboloid nastao rotacijom 
parabole x = z, odnosno x = Ve oko osi Z (vidi Dio II. $ 7, I), dok su druge dvije plohe 


ravnine (nariši sliku ploha!). 
Odredimo pravac, u kojem se sijeku te ravnine. 
z=x+y+4 daje 


Uvrštnje y=x i =y u 


=2x+4 ' , 
X sjecište zadanih ravnina 
z=2y +4 
ili u parametarskom obliku 
z=t 


1 
z= 2-2 (a) 


1 
»=35'-?2 


Da odredimo koordinate točaka, u kolima taj pravac probada zadani pdraboloid, t, j. da 


odredimo sjecište zadanih ploha, uvrstimo jednadžbe (a) u jednadžbu paraboloida # == 12 + y%. 
Na taj način dobit ćemo one vrijednosti piraneka t, koje. odgovaraju traženim probodištima. 


Uvrštenje daje: 
1 s 
ž mm 2 (4: t— 2) 
Odatle: 
B—10+16=0 


u=8 i; h=2 


pa iz za dobijemo koordinate traženih probodišta: 
P.-4k—1, 2). 


 BQG28) ; 
Prema (78) računamo jednadžbe normala na paraboloid #5 + y* —z = 0 u točkama Pi Pi. 
' ŽF_ BE a di Eo 
da * ay > oz 
a u točkama P, i Py: E 
AF & a 
90) I 
a [AF 
2 (oi 


AF 
a ro ka 
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Jednadžbe traženih -normala glase prema (78): \ 


6. Parcijalne derivacije viših redova 


oz. še 

S i S funkcije z = f(x, y) opet funk- 
cije od x i y, svaku parcijalnu derivaciju možemo opet derivirati po x i po y, pa. 
tako dobijemo četiri druge parcijalne derivacije funkcije z = f(x, y) ili 
četiri parcijalne derivacije drugog reda. 


Kako su redovito parcijalne derivacije 


Parcijalna derivacija ŽE po x označuje se slično drugoj derivaciji funkcije 


ox 
j m dz .. 0% .. še BA? Biz .. 2 
ge prorjnljije Sa ili sa ili zaili f,,, a derivacija po y s prao ili Jrov 
ili 2, ili fi. 
Na slični način označuju se parcijalne derivacije m 
9 
dZ. 0%: me E 
po x s dadE ili Do ili ix ii f3 
0". off 
poy s dy 1 ET ili 29, ili f,, 


Malo prije u točki 3. izračunali smo prve parcijalne derivacije funkcije 


z= 3xty" — 7x5y* ++ 1047 — 3x + 89? — 4y + 12 


pa smo dobili: 


22 _ Gxy* — 2lačy! + 20x—3 (a) 
dx 

dz 2 X 

sg = 9x?y? — 21x5y? + 16y.— 4 (b) 


(a) deriviramo parcijalno po x: 


oz 
Kr ha 6y* — 42xy? -+ 20 


(a) opet deriviramo, ali sada parcijalno po y: 


o"z 


— = 2 2, 
Id 18xy9* — 63x5y? 
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(b) deriviramo parcijalno po x: 


dz > 2 TLI 
nk 18x)? — 63x%y 


(b) deriviramo parcijalno po y: 


Oz 
dy — 18x2y — 42xty + 16 


Kako vidimo, dobili'šmo ukupno četiri druge parcijalne derivacije zadane 
funkcije dviju promjenljivih, ali opažamo, da ka za dvije druge parcijalne deri- 
vacije dobili identične izraze: 18xy*— 63x2y?, t. j. 


9"z Oe =, B 
—crm=ro— di = 79 
Oxdy  Oydx Šxy 7 Eo 9 
"To znači: deriviramo li funkciju prvo po x, a zatim po y, ili prvo po y, a 
zatim po x, dobit ćemo u oba slučaja isti rezultat. Drugim riječima redoslijed se 
riviranja:ne utječe na rezultat deriviranja. 


Može se općenito pokazati: ako funkcija z == f(x, y) ima parcijalne derivacije 
2, iz, idrugu parcijalnu derivaciju z,,, koja je neprekinuta u točki (x, y), tada 
ona ima u toj točki i drugu derivaciju z,,, koja je identična prvoj. 


Iz toga zaključujemo, da uz navedene uvjete funkcija z = f(x, y) ima samo 
tri različite druge parcijalne derivacije. 


Navedimo primjer. ' 
Pokaži da za funkciju 


i z= aci 
9 


PRP AE A?z A?z 
vrijedi jednakost ži) i 
Računamo: 
dz m L1 1 e mai 
: x2 2 2 2 
0x 1 +: Ea) sik x 4+ 
y 
dz prie +29 —y? 
dx dy. (x? + 92)" CES 
oz : 1 x x 
2 2 KJ 
dy 1+ š y S+y 
0?z _G +) lx 2a a by — g 
dy Ox (a2 + 9) (x +9) (+7)? 


Pokaži“da jednakost žxy = Zyx Vrijedi za funkcije: 
l.z=yin(! + x) 


2. z=ekcosy + xsiny) 


13% 


K = 2 
aka su druge parcijalne derivacije“ Sa sE 5 E ŽE funkcije z=f(xy) pao 


vito opet funkcije od x i.y, svaku drugu parcijalnu derivaciju možemo. opet deri- 
virati po x i y,.patako dobijemo ukupno 6 trećih parcijalnih derivacija 
funkcije .z =7(x, y). 

“Njihova :je oznaka slična oznaci drugih PSIMA derivacija, kako se to vidi 
iz.sheme, koja slijedi. 


Uz pretpostavku, da za zadanu funkciju z = f(x, y) redoslijed deriviranja 
ze utječe na rezultat, ima funkcija dviju. promjenljivih samo četiri različite 
treće parcijalne derivacije, i to 


oz dz 0z i dz 
dxš* dxtdy" Bxdy? Oy? 


Slično se označuju i parcijalne derivacije četvrtog i viših redova. 
Na navedeni način označuju se 'i računaju parcijalne da viših redova 
funkcije «triju i više promjenljivih. 


xy3 


Na pr.» treba izračunati treću parcijalnu derivaciju po x, yi 2,1). “funkcije u= e 


8x0 _. y oz 
Deriviramo u po x: 


- = bd 
= ki 


Rezultat deriviramo po y: 


dtu = AR . ya . = ej 
za e z+yz 9. xz = €9%5(z + xy2") 
. Rezultat đeriviramo po s: 
u _ g : X sum 
noge £97(1 +.2xy2) + (2 + 292%) € xy 
€95(1 + 2 xyz + xyz + zbšet) = EDT (1 + Ixya + ziytat) 
Pokaži ' ' 
1 
1. da za funkciju u = —————— vrijedi jednadžba 
Vs+y+a 
Bu du odtu 
pra oz? 9 
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z 


IJ 


i H x 

2. do je za funkciju u = y? ze e zixžež + x yče? 
š x b2 EJ 
osu ri Ki ET 
=€2+ e2+ e* 


d ća 
parcijalna derivacija KKENEE didi 


7. Totalni diferencijal funkcije i njegova primjena 


Znamo, da je diferencijal funkcije jedne promjenljive y = f(x) jednak deri- 
vaciji funkcije pomnoženoj s diferencijalom argumenta, tj. dy = f(x) + dx (vidi 
Dio II. $ 1). 


2 


Funkcija dviju promjenljivih z = f(x, y) ima dvije parcijalne derivacije —— 


Ox. 
i S" dakle ima i dva parcijalna diferencijala S .dx_ 1 = .dy: 
Totalni ili potpuni diferencijal dz funkcije z 10 yi je zbroj 
njenih parcijalnih diferencijala: 


Az 9z < 
dz = ." dx + 3) dy (80) 

(Pazi, diferencijal se uvijek označuje pomoću latinskog d). 

Znamo, da difetencijal dy funkcije jedne promjenljive y = f(x) predočuje 
geometrijski prirast ordinare tangente na krivulju y = f(x), kad x poraste za dx, 
odnosno Ax. Slično tome totalni diferencijal dz funkcije z=/jf(x,y) pre- 
dočuje geometrijski prirast aplikate tangentne ravnine na plohu, 
z=/j(x, o) u točki T(x,y, z), kad x i y porastu za dx i dy, odnosno 
za Ax i Ay. [Vidi geometrijsko značenje parcijalnih a funkcije z = 
=f(xy)]. 

Malo prije smo izveli jednadžbu tangentne ravnine na plohu z=f(xy.y9) 
u točki (X, y,, Zi) te plohe. Tu jednadžbu možemo lako izvesti iz izraza (80) za 
totalni diferencijal funkcije z =f(x,y). Neka su (x, y, 2) koordinate bilo koje 
točke tangentne ravnine, a (X,, Yu» Zi) koordinate njenog dirališta. Tada uzevši 
u obzir geometrijsko značenje totalnog diferencijala i definicije prirasta Ax = dx, 
Ay = dy i Az = dz, uvrstimo u (80): 


dx=Ax=x—x;dy=Avy=y>—)ynidsz =dAz=z—z,, pa dobijemo: 
02 
Z—>au=%*— ++ % o 9—v4 


a to je naša formula (75). 


Naveđimo primjere za računanje totalnog diferencijala. 
Izračunaj totalne diferencijale funkcija: 
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Najprije računamo obje parcijalne derivacije zadane funkcije z: 


Mud o oi 
dx 2 x+)? Rk 
az 1 LI 2 y 
dy 2 +? o by, 
a sada prema (80) imamo: 
dz = rapatarać? 
ili 
dai +ydy ' 
kod KEF 
: s+t 
2 u= 
s—-t A 
8 (s—):1—>G+D1__ Nv/) 
8s (s— 0 (s— 1)! 
du G—>n+G6+_ 2s 
ot (s—t)? (s— 1)? 


La 21 ds sd Usd—tds) 
(s—t)t (sf)? (s—0)? 


Totalni diferencijal funkcije triju i više promjenljivih definira se na isti način 
" kao i totalni diferencijal funkcije dviju promj jenljivih.. Na pr., totalni diferencijal 
funkcije triju promjenljivih 


u =/f(x, J» z) 
oglasi: ' 
du = SE “dx +5 nd ae e 


Govoreći u drugom dijelu ovog Repetitorija o primjeni diferencijala dy funk- 
cije y = f(x), pokazali smo, da za male | Ax| možemo približno uzeti da je 


Ay < dy 


jer sc Ay razlikuje od dy za beskonačno malu veličinu višeg reda obzirom na Ax 
kao beskonačno malu veličinu prvog reda, pa pomoću diferencijala možemo raču- 
nati pogreške funkcije jedne mjerene veličine. 


Na slični način može se pokazati, da je i za funkciju dviju promjenljivih z = 
= f(x, y) razlika između prirasta funkcije 


Az fa + Ax, ne + Ay) — fta y) 


di totalnog diferencijala te funkcije 


oz oz 
str ka ii vršak 
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t. j. razlika ' 
| Az — dz | 


beskonačno mala veličina višeg reda obzirom -na Ax i Ay kao beskonačno male 
veličine prvoga reda, pa se može približno uzeti da je 


' dz 
Az==dz = SE + Ax + m Ny (81) 


Geometrijski to znači, da se mjesto prirasta aplikate plohe z.=J(x, y), kad 
x poraste za Ax, a y-za Ay, uzima prirast aplikate tangentne ravnine po-, 
vučene na tu plohu u točki T(x, y, z). 2 

Primijetimo, da za funkciju od tri i više 
prornjenljivih možemo također približno uzeti; 
da je prirast funkcije jednak njenom totalnom 
diferencijalu. 

Budući da je mnogo- jednostavnije izraču- 
nati totalni diferencijal funkcije nego njen pri- 
rast, jer, kako se iz (81).vidi, dz je linearna 
funkcija od Ax i Ay, pogreška veličine izraču- 
nate iz podataka mjerenja računa se obično po-: 
moću totalnog diferencijala. (Vidi Repetitorij 
IL 8 1, 5). ' 

Navedimo nekoliko primjera. 


1. Kolika je pogreška AS površine S 
pravokutnika, ako je mjerenjem dobiveno za 
stranice tog pravokutnika: acm + Aacm i bem + Abem, gdje su Aai Ab 
pogreške mjerenja duljine stranica pravokutnika (vidi sliku 72). : 

Primijetimo, da prave vrijednosti pogrešaka mjerenja nisu, naravno, poznate 
niti po veličini, a niti po predznaku, poznate su samo gornje međe tih po- 
grešaka, u našem slučaju Aa i Ab. 


a) Točni račun pogreške AS. 


i = 


S=a -b 
AS =(a+Adg)(b + Ab) —ab=ab+b.AMa+a.Ab+Aa.Ab.—ab = 
=b.Aa+a-Ab + Aa -Ab (a) 
b) Približni:račun pogreške AS pomoću diferencijala: 
Prema (81): ' 
AS ds =. da +52 Ab 
S = ab 
88 _, . 08 
Pr E 
AS=b.Aa+a. Ab (u cm?) (b) 
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Usporedimo li rezultate (a) i (b), vidimo, da smo u približnom računu izgubili | 
član Aa - Ab, t.j. površinu pravokutnika dvostruko iscrtkanog u slici 72. Jasno je, 
da ta površina nema praktički: nikakvog značenja obzirom na površine b . Aqi 
a + Ab, također prikazane u slici 72. , 


_2. Izračunaj apsolutnu i relativnu pogrešku volumena V valjka, ako je mje- 
renjem dobijeno: rem t Arem i kem t Akem (sl. 73). 


V = zmr'h 
Prema (81): 


Apsolutna pogreška :' 
AV =2nmrh (Ar + mr? Ah (u cm*) 


Da dobijemo relativnu pogrešku, podijelimo ap- 
solutnu pogrešku s V.= rmr'h, 
Relativna pogreška: 


' AV Ar Ak 
Sl. 73 j ==2-— E 
; V z r + h 


Ar. : BARATA nE Ah. : 
SVE relativna pogreška izmjerenog polumjera r osnovke, a _ relativna _pogre- 


ška izmjerene visine h valjka. Iz izraza za relativnu pogrešku u izračunatog :vo- 
lumena V valjka, vidimo, da relativna pogreška polumjera valjka ulazi u dvo- 
strukom iznosu, a to pokazuje, da treba što točnije mjeriti polumjer valjka, đu 
pogreška izračunatog volumena V bude što manja. 

Totalni diferencijal daje, dakle, uputu, koje veličine treba toč- 
nije mjeriti, da se .po mogućnosti umanji pogreška veličine izraču- 
nate iz podataka mjerenja. 


Praktički se to svojstvo diferencijala često upotrebljava, na pr. u astronomiji, 
gdje se pomoću diferencijalnih formula određuju najpodesnije zvijezde i vrijeme 
njihova opažanja, da se Što točnije odrede one veličine, koje se računaju iz poda- 
zaka astronomskih opažanja. , 


Primjeri, 


1. Odredi apsolutnu, relativnu i procenrualnu pogrešku funkcije 


z= 5%) —2xy—-3xy +X— 79 + 20. 
ako je 
x=2+01 i y=3+02 
Prema (81): 


Az 2 dz = (10xy — 22 — 3y + 1) Ax + (522 — 4xy — 3x — 7) Ay 
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Uvrštenje x=2;y=3;/Ax =0,/1 ; Ay = 0,2: daje: 


Az=(60—18—9 +1).0,1 + (20—24—6—7): 0,2 
 Az=34 +(—17)- (0,2) 


Kako predznaci Ax i Ay nisu poznati, a traži se najveća | moguća apsolutna pogreška Az, 
uzeta je pogreška Ay s predznakom minus. 


Az==3A + 3,4 = 6,8 
Zax=2iy=3 
z=60—36—18+2—21+20=7 


Relativna pogreška: 


Procentualna pogreška 


AE, 100% = 0,97. 100% = 97% 
2. Isto za NEH ako je x == 2+0,01 i y = 1 + 0,025' 
. dz oz 
Bz==dz=5, OAO 
LAME zbanb ei Bit Sani SR (2) NEDE REP? 
dx (x — y2)2 * o \ox/,.2šf_ 3% 9 
: Sjaj: 
dz _(t—y)ez tkd (82 254 _ 1 
dy (x? —y?)? DY ee 2 9 
; y=1 
sy. lo 5.4254 
az (> 5) (= 001 +55: 0,025 = 555 sA 30 
a _2 
“x=2 Sr 
»=1 
i 25 
: > LI 
Be_ 30.1 
z 2 20 ! 
3 h 
52. 100% = 5% a 
ž — i 
. L 
3, Da se odredi visinska razlika BB' = h točaka u 
A.i B izmjeren je vertikalni kut B"AB, horizontalna SI. 74 
udaljenost točaka A i B, visina instrumenata # i visina 
signala s, 


Odredi pogrešku Ah, ako je dobiveno BAB =opLAi AB. =d i Odazanemarivši 
pogreške U mjerenju ii s. 


i4l 


Prema slici 74: : 
X h—i+s=d.ge 
ik “h=d.tgo+ri—:s 


aka od +3 Ae 


Ak = 1g.q9 + Ad Zrak be 


Kako je igp = 0 za g = 0, odnosno 1gp = co za = 90%, a c0s7q, koji je u. nazivniku 
drugog člana, prima vrijednosti 1 i 0 za iste vrijednosti 9, I gredka Oh je to veća, što je kut & 
veći, odnosno to manja, što je kut « manji. 

B Na pr. za d = 1000m + “jja ig=5 +10 oći uzevši u obzir da je te 5* = 8,087, 
cos 5* = 0,996 i arc 10' = 0,00. 
1000 


Ah = 0,087 - 0,1 + 0992" 


0,003 — 0,0087 + 3,02 — 3,0287m < 3,0m 
dok uz iste podatke, ali p = 30? imamo: 


1000 


Ah 0,577 + 0,1 + 0.750 


+ 0,003 = 0,0577 -+- 4,00. = 4,05771 = 4,lma 


Vidimo, da se pogreška u visini povećala s povećanjem kuta. 


Izračunaj: 
1. Vrijednost totalnog diferencijala funkcije 


z=x+y—Va + za x=3;y=4;A4x=+01iAy= +682 
[dz = 0,08] 


2. Apsolutnu, relativnu i procenrualnu pogrešku volumena V krnjeg stošca, ako je mje- 


renjem dobiveno , 


R=30cm+i3mm ; r=20cm + 4mm _; v = 40cm + 2 mm 
[AV = 2515 cm3] ' 


3. Približnu vrijednost povećanja volumena V stošca, kojemu je visina & = 10 cm, a pelu- 
mjer osnovke r = 5 cm, ako visinu A povećamo za 2 mm, a polumjer r za 1 mm. 


[AV = 15,71cm?] 


8. Totalni diferencijali viših redova 


Drugi totalni diferencijal d?z funkcije g = f(x, y) jest diferencijal od prvog 
diferencijala te funkcije, t. j. o 


= d(dz) = prema (80) = d(Sčdx +5 + de 52) = Nprema (50) = 


= ZPža+ aja +3 : (Sax +3 »v)o 


X 
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Kako su x i y nezavisne promjenljive, možemo dx i dy smatrati da su konstante, 
te imamo: 


d?z o'z i 
odn (ad + ŽE dja de (5 + By! dy) dy 
Odatle 
de—to +12 S dpdy + (82) 
ox2 BxBy dy" 


(dx? i dy* znače (dx), odnosno (dy)?] 


Vidimo, da dobiveni izraz ima oblik binoma na kvadrat, pa ga možemo sim- 
bolički prikazati kao kvadrat prvog diferencijala funkcije z = f(x, »): s 


dtz = (52 dx +206) (82a) 


pamteći da je kvadrat simbolički, jer »kvadrat« parcijalnih derivacija funkcije: 
daje druge parcijalne derivacije te funkcije. Isto tako možemo prikazati treći to- 
talni diferencijal funkcije z = f(x y) kao simbolički kub njenog prvog diferen- 
cijala: : a 


de = (57 +550) E 


dx 


3 
Pia +3 


s dy +3 jaa de ded + (83) 


Na slični način definiramo i simbolički prikazujemo totalne diferencijale viših, 
redova za funkcije triju i više promjenljivih. , 


Na pr. za u = f(x, y> 2) drugi totalni diferencijal glasi: 


Ju du du 
3 = — i —— 
Ku (s: +3,4 +5: 2) 
du, 0u,, 0u 20 0*u "u 
eri dx? + EKA + 3 z dz Ao. + M rudan 
dt i ; 
—-- dydz 

+20 (84) 


Primjer 


u == xvz. Odredi d?u. 


dšu - (5 dra dy +? 5: d2Y E" 


- | M daj ša)+%a] a 


dx 


1483 


- (£ x+5 =) +3(5% SEDE da + 


kad Bu NU a Šu gi s 
e 3 (Šž ae + solaće +542 
o ou ču , ; 
tao 4 1 ŽE a0) 328, i dedo ++ 
du, dšu : , 
+353 ade 4 6 ray dz dx dy dz +3 dide + (a) 
ou ošu Bu 
+ 3 ida de + s i dyan + zi de 
Sada računamo za zadanu funkciju . 
u = xyz 
“vrijednosti parcijalnih derivacija, koje ulaze u (a): / 


Deriviramo po 


Uvrštenje u (a) vrijednosti parcijalnih derivacija izračunatih u toj tablici daje ' 


du = 6 dx dy dz 
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9. Totalni diferencijal složenih funkcija 


Neka je zadana funkcija w = f(u, v), gdje su nivfunkcijeodx,yiz, t.j. 
u=u(xy)2) iv =v(x,y, 2). Zadana je, dakle, složena funkcija dviju pro- 
mjenljivih 2 = f[u(x, 9 2), v(x, 92). N 

Prvi totalni diferencijal složene funkcije građen je tako, kao 
da.su # i v nezavisne promjenljive, a ne funkcije, što u stvari jesu. 


dw 


Ow 
du. = I du + bos (85) 


U tome se izrazuje t. zv. invarijantnost (nepromjenljivost) diferencijala, 
Pokažimo to svojstvo diferencijala za složenu funkciju jedne promjenljive. 


Ako je x nezavisna promjenljiva, tada je za y = f(x) 
dy = f'(x) dx 
Neka je sada x funkcija od e, t. j. 


x = (1) 
Tada je 
dx = p'(t)dr 


ali izraz za diferencijal dy ostaje nepromjenjen za bilo koju diferencijabilnu fun- 
kciju o (1). Pokažimo to. 


Uvrštenje x = o (1) u y = f(x) daje 
»=flp(rN 


Diferenciramo li taj izraz po pravilu za diferenciranje složenih funkcija (vidi 
Dio II. $ 1, 8), dobit ćemo 


dy = f'[(1)] + g'(1)d 
a kako je pfr) =ax, a o (t)dt = dx, imamo 
dy = f'(x) du 
kao da je x nezavisna promjenljiva. 


x : , dy : na hee a Las 
Prema tome je u izrazu y- = FD svejedno, da li je + nezavisna promjenljiva 


ili funkcija neke druge promjenljive. Međutim, diferencijali drugog i viših redova 
nisu invarijantni obzirom na zamjenu nezavisne promjenljive. 

Izračunajmo drugi totalni diferencijal složene funkcije w = f(u, v), gdje je 
u=uxyzliv=vxy, 2). 


, 


10 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 145 


Prvi totalni diferencija! prema (85) glasi: 
dw Jw 
dw =54u jA S de 
E du č(dw) 


d(dw) ma 


d'w = d(dw) = prema (85) = S 


du + 


Uvrštenje (85) daje: 


2[ 55 u PE ES žu 
diw =" ned du 
du i Av 


po pravilu produkta, odnosno sume = 


_[0w (du) dw wo o(dv). dt'w 
- [5% Pa M o i Fan 
Š ' oo 
ow_ A(du) ww odu) zi 
+[: du Pago dudv | Io" du ra jd 
okruni 
Uzmemo li u obzir, da je S =0i 2 = 0, jer u funkcije u =u(x,y, 2) 
iv=o(x,y, 2) ne ulazi v, odnosno u, da je i J du ='d'u,.a o do = d, 


i uredimo li gornji izraz, dobit ćemo formulu za drugi totalni diferencijal složene 
funkcije: 


: sei KAJE . = K dw 
iu simboličkom obliku ' 
duw 
du (A+ 3 IMI + au ua do (86a) 


Ako u i v nisu funkcije, već nezavisne promjenljive, posljednja dva člana u 
izrazu (86) otpadaju, jer su u tom slučaju du i dv konstante, pa je d'u = 0idtw =0. 


“Vidimo, da su izrazi za drugi totalni diferencijal: različiti već prema tome, 
datli'su ui v.nezavisne promjenljive ili funkcije. 


Sasvim na isti način računaju se treći, četvrti i'ostali totalni diferencijali slo- 
ženih funkcija. 


Primjer 
w=u+2uv o, gdejeu=2x—y av=:. 


Izračunaj dw i dis. 
Prema (85): 
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L7) du .9u 

ao Tut+zvo o; du = ga it gy dV = Zdx — 2y dy 

*"šv dV dv 

x 72u E WS Reta ovaa) 
prema (85): 


Uzevši u obzir da je u = 2x ——y?, a v = xy dobijemo 


du = (4x — 2y? + 2x9) (2dx = 2y dy) + (4x — 2y) (9 dx + x dy) 


Qdaue 
dw = (8x — 49? + 4xy) dx +(—Bxy + 4y* — 4xy%) dy + (4%) — 247) dx + (42% — 2x?) dy 


du = (8x — dy? + Šxy — 2%) dx + (—Bxy + dy? — 6xy* + 421) dy 


Računamo prema (86): 


2, 

Ša = 2; dui =(2dx—2y dp)! = 4 (det — 2y dx dy + y1 dy?) 

džw ; 

dudu 3; đdudv = (2dx—2ydy)(ydx + x dy) = Uy ds! — y? dx dy + 
+xdxdy— xydy?) ' 

Še , ud Wdu) 0. m . 

ovi =0 ; du= E ad a ksšo dx Zdy = — 2Udy 


dv = a + e dy = dydx + dx dy = 2dxdy 


Uvrštenje u (86) daje: 
Bu = 8(dx* — 2y dx dy + 52 dy?) + (9 dxt — y? dx dy + xdxdy — xy dy?) + 
+0—2(4x—29? + 2x9)dy? + 4x — 2y7) dx dy 


ik ako uredimo 

dti = (8 + 8y) dx? + ( —16y — 12)? + 162) dx dy + (129? — 12xy — 8x)dy? 

Pokus 

Uvrštenje u = 2x —y? 
mw = 4x! — dx) + g + dety — 2x = f(x) 


i v=x_ u w=u? +2uv daje: 


Prema (80): 
du = (8x — 4yt + Bxy — 298) dx + (— Bxy + dy? + 4x! — 6zyi)dy 


Prema (82): 
dtw = (8 + 8y)dx? + 2(—8v + 8x — 6y2)dx dy +( —8x + 1297 — I2xy)dy" 


? 
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10. Parcijalne derivacije složenih funkcija više promjenljivih 
1. v=/f(u, v), gdje jeu =u(x), a v=v(x). 


dw 
Traži pase 
raži se < 


To je obična neparcijalna derivacija w po x, jer preko u i v w je funkcija samo 
jedne promjenljive x :w = f[u(x), v(x)]. 
Znamo prema (85), da je 


dođu dr ode dz (9, 
Ta važna formula daje shemu za računanje parcijalnih deriva- 
Cija složenih funkcija. 
Iz te formule vidimo, da se derivacije složene funkcije oblika 
w=/flu(x), v(x)| 


računaju tako, da se najprije e derivira po u, taj diferencijalni kvocijent množi se 


s derivacijom u po x, a zatim se tako dobivenom produktu doda produkt derivacija 
wpovivpox ž 


Primjer 
w=w—uw , gdjejeu=snx , av=c0x. 
. duw 
Odredi —. 
od 


zv = flux), (x)] , pa prema shemi (87) računamo: 


ga = (31 a ea na (— sin x) 
dx 


Uvrštenje u = sinx_ 1 v = cos x daje 
du Ke 9 a2 2 na 
Te = (3 sin“ x — cos.x) cos x + sin? x = 3 sin?x cos x — cosšx + sim? x 
X 
ili 
du 
> = 3 sin? x cos x — cos 2x 
dx 
__— 
Pokus 
Uvrštenje u = snx i v=cosx.u w daje: 
wW = sinš x — sin x Cos x 
du ms , : 
s- = 3 sin“ x C0s x + sin X sin x —— cos x cos x 
dx 
ili 


> o= 3 sin? x C0s x — Cos 2x! 
dx 


mo 
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IL. wv=jf(u, v), gdjejeu=u(x,y, z), av=v(xy,z) 


BW dw _. 0Jw: 


Traži se o i def 


Sada dolaze samo parcijalne derivacije, jer je funkcija w preko ui 
v funkcija triju promjenljivih x, y i z. 


Napišimo zadanu funkciju u obliku 
w=/flu(x,y 2), v(x, y z)) 


pa računamo prema shemi (87):, 


dw_dw du  dw dav 
dx du dx dvo dx (884) 


= ata OK (886) 


(88c) 


Primjeri 


Lw=w—w , gdje je 


. ou Fe] 
Odredi = Mx ž E wy_i a 


u=f(uV) ; u=ux92) 3 v=xy,2) , dakle 
w=fuQxy2), vx) 2) (a) 
* to deriviramo po x, pa prema (a), odnosno (884) imamo: 
= (34% — v)yz + (— #)2x 
Uvrštenje u =x2 i v=x+y +22 daje 
Ux = 3x722 z—gis—y8 — 2x yz 
ili 
U = 392% xyz — 92 — 25 
w deriviramo po y: 
uy = (3u* —v) xz + (—u)2y 
Uvrštenje vrijednosti Za ui v daje 


Uy = 3x 972 g — xyz xa — xyz 


ili 
Uoy = 39229 — x 2 —3Uxy8z — x23 
tw đderiviramo po z: 


Wwy = (34? — v)xy + (—u)2z 
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dali 
Vp=3)522— yxy — zyet — 2xyzf 


W= 3x2 — gy — xy — 3xyz? 


Rezultate kontroliraj tako, da u zo uvrsti u= xyz iv = x+ y* + z?, a zatim deriviraj w 
payviz : 
2 z=+9y, gdje je 


x=rceoo? i y=rsnop 


hučjno Zea Egej 
zračunajmo 5 r raku : 


z=f(6)9) >; x=x(r,9) » 1=9) , dakle 


z=/f [x(r,P), 9(1 Pp] (a) 


Prema (a) i formulama (88) dobijemo: 


Sr OK dr dy (or 


E 9z dx zo, oy 
%," dx Ig dy 0 
Prema gornjim formulama i uzevši u obzir da je 

z=4+y9,4 x=T0 i y=rsno 


računamo: ; 
Zp = 2x. c05 p + 2y . sin g = 2r 008% g + 2r sin? g = 2r 
2, = 2x(—rsin 0) + 2y (2 605 p) = — 21? cos g sin g + 2r* sin p cos g = 


Odredimo sada druge parcijalne derivacije zadane složene funkcije 


2 LE O>uw owo O*w 
"ZIP 59 ga e! xdg o U! dada ve 
du div pode 
Oyt > dyoz  (9z 1 dzi Pas 


U tu svrhu opet napišimo našu funkciju u obliku 
w = flu(x, Ya z), v(x, y.2)] (a) 


pa. deriviramo već izračunate prve parcijalne derivacije pamteći: 
8) da su oba člana svake formule (88) produkti, pa se deriviraju po pravilu 
produkta; ' 


b) da prvi faktori tih produkata sadrže ww, pa ih deriviramo po shemi (87) 
“imajući uvijek pred očima našu funkciju u obliku (a), dok članove 


S u i v deriviramo obično. 
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1. DĐeriviramo (88) 


du . dw Av 


po x: - 


dr du dx dvo da 
ww. ou dujdw du, dw  dv 1 
dx" du “xi Iz (duš "dx" dudv žr j 
+ 2 dvo ov ika NCDERT J 
dvo Ox! dxlovdu Ox dvo dxl. 
Odatle nakon uređenja dobijemo: 
d'w _ d'w S) Bw du dvo d'wjodvw: 
oma a rio rak ra rar 
0w_ Od'u dw' otv 
"Gu Bi do o dxt 


(Do istog rezultata dolazimo dijeleći formulu (86) s dx) 


ili u simboličkom obliku: 


U 


Ow o gow du AW dvw. wo du. ow div 
lk a a o ae (3%) 
2. Deriviramo (884) poy: 
d*w _ dw otu Bu pdw du d'w ov Ka 
xy Bu  Bxdy Ox \But dy dudu >) 
dw o'v dV ( wu dw odv 
Too Bxdy (Ox dodu. By "dvr" bl 
id nakon uređenja 
Btw _dtw du du 0w du dudu dv 
dxdy dut dx dy dudv\dx By dy. ša) i 
dw dv dvo. dw du dw foke?) 
SE OOr dy odu dra do odo (89%) 


3. Deriviramo (884) po z-> 


du 7) 


dPw Ju po čw 
dxoz Bu  Ox0z 0x (5 “Bz Budu dz * 
PR dvo dvj,dtuw odu d'w_ ov 
vo dxdz ox \Dvdu da dvi o Azi 
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ili nakon uređenja 


wo odw du du dw idu dvo du dv 
ču ov odu ou č*w ME 


du: dv Jv_, du du  odw dv 


AI DE Dz 0 ade doo dEDr (eo) 
Sada deriviraj po shemi (87): 
(88b) po y, a zatim po z, i konačne 
(88c) po z. 
Dobit ćeš nakon uređenja: 
O*w (wu , odw dve da du dw dtv 
mbu o ta Va osta ke 
div dtw odu ču  Odwydu dvo du ov 
Prde a rr ra aratri u 
89 
gro * ov du zan du Jw ov kai 
dvi dy Dz Bu dydz Ovo  dydz 
0'mw dw 0Ou,0dw ov: dw du vw odv 
ka rali ar lr I 


Primjer : 
Izrazi u polarnim koordinatama Laplace-ovu parcijalnu diferencijalnu jednadžbu u ravnini 


HU u 


davani 


Znamo formule prijelaza od pravokutnih koordinata-na polarne i obratno: 


kx=rec0soQ 


"=rsine &&) 
igo -e » odatle P=arc g> 
(e) 
r= + Vaz + 


Uvrstimo li u zadanu funkciju U = f(x,y) formule (a), bit će 


U=f(Q,r)., gdje je-prema (b) 
P= PA) 
r=r(x9 


pa shema za deriviranje funkcije U glasi: 


u =f [P(x 3), T(x, I 


Usporedimo li ovaj oblik funkcije U s funkčijom w=f[ux,y,2) v(x,y 2)], za koju:smo 
računali. druge parcijalne derivacije, vidjet ćemo da je za naš slučaj, 


ti jeona u. ar daa o, he 
Paavo g s po rage = prema (a) i (b) = =: : 
+e 
du _ dp _ 1 s BE x _ 1cos eo cos e 
oy > SEE: xa +yšoroĐžĐžĐžz 
xž 
do dr ] Uz 2 16050 
dx dx IVE? + LA saa, k 
x 
vo 1 »_1sno 


Prema izračunatim prvim parcijalnim derivacijama računamo druge: 


Ar r cos o - sin o 5 
ču oto 10059 Sa — SNP 32 — —————— sin po: cos maža 
Som ropi mmm ee Tana 
ov or Ž (KJ sint 
OK oat 3x 
CUJE dr rsint p-cos & E 
ču 0:0 rosno“ 005 e +5 s S: + cose + sne 20 
By: dy? +2 12 pe 
Bu _ dr dp _ cose 
Oy? By? 7 oy r 


Uvrštenje izračunatih prvih i drugih parcijalnih derivacija u (89a) i (89d) daje: 


U AU sino OZU sino + cose , 27 2 . BU sm2e ČU sin'e 
dxž dq r? aaa era Tr "7 ra aan RIJ 13 + pune: 
ČU AU cos" U snp-cose, WU ., DU sin2o , U cose 
kraka Kr Tr? g 2 Sao: r ia ora s — GI) r? i or r 


Zbrojimo li te jednakosti, dobit ćemo: 


ZU FU 1 U U. 


0x2 dy or češ Or? ro 


pa Laplace-ova diferencijalna jednadžba u polarnim koordinatama glasi: 
ox i1&čUu,#u, 1. 
12 do? Ar? rd 
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Do istog rezultata možemo naravno doći bez upotrebe formula (89) izračunavši. prema (87) 
prve, a zatim druge parcijalne derivacija funkcije U = f[0(2y) r(x,9)] i uzevši u obzir 
formule prijelaza (a)  (b). . , : 


Načini tu vježbu! * 
Prikaži parcijalnu diferencijalnu jednadžbu 


U AU + U 


maba 
u movim promjenljivinuiv;,akojex=u + 0,2.) = u — v, odnosno u= = av.= = 


[+587 9]“ 


11. Deriviranje implicitnih funkcija 


Znajući derivirati složene funkcije, možemo lako izvesti formule, koje omogu- 
ćuju izračunavanje derivacije funkcije, koja je zadana implicitno, bez prijelaza na 
njen eksplicitni oblik. Te formule su od osobite važnosti za deriviranje funkcija, 
koje ne možemo prikazati eksplicitno, a osim toga često je jednostavnije derivirati 
funkciju u implicitnom obliku: ne vršeći prijelaz na 'eksplicitni oblik, iako ie taj 
prijelaz moguć. 

I. Zadana je implicitna funkcija y jedme promjenljive x, t. j. f(x,y)] = 0. 
Traži; za. 

raza sy o = dx ' 

Najprije nastaje pitanje, predočuje li svaka implicitna relacija od x i y funkciju 

y od x? Jednostavan primjer 


e+»=0 


daje već negativan odgovor na to pitanje. . +Ustvari nema takvih vrijednosti xiy, 
koje bi e=+y pretvorili u nulu, pa gornji izraz ne predočuje nikakvu funkciju. Do 
isteg zaključka :dolazimo i geometrijskim putem, ako se sjetimo, da funkcija'od x 
iy predočuje krivulju u ravnini XY i da je z = e*+» neka ploha u prostoru. Kako 
za z = 0 dobijemo ižraz e+% = 0,: koji nema smisla, zaključujelno, da ta ploha 
ne siječe ravninu XY, pa dakle nema ni krivulje e*+* = 0. 

Kako bi ploha z = f(x, y) mogla-samo dodirivati ravriinu X Y u jednoj točki, 
za postojanje implicitne funkcije f(x, y) = 0 nije dovoljno pretpostaviti da po- 
stoji jedna točka (x, y0), u kojoj je f(Xe yo) = 0, već moramo osigurati prijesjek 
te plohe s ravninom .X Y. U tu svrhu stavimo još drugi uvjet: funkcija f mora imati 
u okolišu te točke (x, yo/ parcijalne derivacije: po svim promjenljivim, u našem 

sem, 2... 8. 0 s da doanLa is Ž aje 
slučaju derivacije Sie do pri čemu derivacijafunkcije,f po onoj promjenljivoj, 
df 


koju smatramo funkcijom, u riašem slučaju 23 mora biti wtočki (%,,)0) različita 


od nule. Konačno, tražimo li da :zadana implicitna: funkcija bude neprekinuta, 


of. o 
stavimo još i treći uvjet: "parcijalne derivacije a i 3 moraju biti. neprekinute u 


okolišu točke (. Xa Jo). 
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Uz ta tri uvjeta postoji samo jedna funkcija Y Zj(x), koja za x = x, prima 
vrijednost y == y,, koja identički u x zadovoljava jednadžbu f[x, y(x)| ==0 i koja 
u okolišu točke x = x, ima derivaciju pa je neprekinuta u tom okolišu. 

Slično glase uvjeti za postojanje implicitne funkcije od bilo koliko argu- 
menata. 

Pretpostavimo, dakle; da zadana Zp eat funkcija 


f(x 9) =0 («a 


odgovara gore navedenim uvjetima, pa odredimo y' = 2. 


Eksplicitna funkcija bi glasila 
y=y(x) 
Uvrštenje u (a) daje identitet, 
Jlx, y(x)] ==0 ' (b) 


jer je gornji izraz jednak nuli za bilo koju vrijednost x. (Na pr. uvrštenje u impli- 
citnu funkciju 2x - y -— 6 =0. njenog eksplicitnog izraza y == —2x -+- 6 daje iden-+ 
titet 2x — 2x +6 — 6 =:0). Sada funkciju f deriviramo po x i to obzirom na 
(b) prvo po nezavisnom x, a zatim po x, zavisnom od y, pa prema (87) dobijemo: 


A. d_ 
dx dy dx 
Vrijednost dobivene derivacije jednaka je nuli, jer funkcija f za sve vrijednosti 
x ima konstantnu vrijednost (0), a derivacija konstante jednaka je nuli! 


Odatle računamo 4 Dobijemo:. 
of ' 
dy Ox š 
M o E 90 
dx of (90) 
dy 


Opažamo, da se u nazivniku desne stranc izraza (90) nalazi derivacija f po 
funkciji. : 
d?y 
Da dobijemo 1“ = gi deriviramo formulu (90) po pravi za deriviranje 
kvocijenta funkcija, pri čemu postupamo kao prije imajući pred očima shemu (b), 
odnosno (87): 


PRE FOKKER. ME: 
dy _ _ Oy dxt  OxOy 1) 9x \Oydx | By? - dx (9) 
(olay 
U.taj izraz treba još uvrstiti vrijednost 2 iz (90). 


led 


; 
Primjeri 


Lje)E=đ+y—r 


= (jednadžba kružnice) 
2. 0 : (0) M , , 
Kako je x? 2x 1 SS 2Dy , imamo prema (90): > 
_ o x%__42 
dx 2 


U 
U ovom primjeru nije teško napisati. eksplicitni oblik zadane funkcije pa: kontrolirati dobi- 
vene rezultate. ; 
2. Dokaži, da funkcija: zadana: jednadžbom 


are g > = nv + 


ilh 


are 1g 2“ — In \x? == 0 
Zadovoljava diferencijainu iednadžbu 


zx—D=yh +01) 
Prema (90) računamo.) = 


dy, 
# 
pr i e 
y7 x začeto 2 Va + 2 
b+ =; 
ds X 
dx 4 LL 1 ; 1 .2y 
Ne ) X Ve + 42 2 Va? +97 
zE 
Uredimo: 
—_y 
+) x+) 
a Xx —>) *— 
/ roregv 


«(== — )-> xy i) 
x—y xy 
ili 

2x9 2 

ko Xx-—y 
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E funkeije zađane implicitno, možemo 


lako napisati jednadžbe tangente i normale na krivulju, čija je jednadžba zadana 
u implicitnom obliku. 

Znamo, da jednadžbe tangente i normale na Keteulju y =y(x) u točki jm vi) 
glase: 


Znajući izračunati derivaciju y = 


18: y—>ypn=ylajdlx—x) 
l 
nr: 9 sla ve ovak 


[Vidi Dio I, formule (90) i (91)]. 
Uvrštenje formule (90) daje jednadžbe tangente i normale u tački 
(Xx, 9) krivulje f(x, y) =0: > 


nr: MM eZ x—x) 


tg: (x—x) (5), + (1-91) (59. =0 me 


nr; (x—x) (52). — o—»9 (9), =0 


gdje indeksi »l« postavljeni uz parcijalne derivacije pokazuju, da te derivacije 
treba uzeri u zadanom diralištu (x,, y,) 


Primjeri 


1. Napiši jednadžbe tangente i normale na krivulju 
syHyxaraey—3=0 
u točki (1, 1) 


Prema (90a) računamo: 


8 _ a4 3 LJ 
da dsv + + 2xy 


ef _ 3 ru S. 
DE + 39"x + aš 
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Uvrštenje koordinate dirališta (1, 1) daje 
8f\ _ zi 
(52), =3+1+2=6 
Sl4342=6 
( 2) 1434 


a odatle Prema (90a) dobijemo: 


tg: (x—1N6+(y—1)6 = 
nm: (x—1)6—s—1)6=6 


iki 
x+y—2=0...... jednadžba tangente 
x—> =0 >... jednadžba normale 


2. Isto za krivulju 
cosxy =x+2y 


u točki (1, 0) 


Prema (904) 
A =—ysnay —1| 
pe = —xsinxy —2 
a u točki (1, 0) 
&)-— s Bo: 


Uvrštenje u (903) daje: 


«—DD+9y—0(—2) = 
(«x—D(—>D—(y—0(—) = 


i x +2y—1 =0 -... jednadžba tangenw 
Žx— v—2 = 0 ><.“ jednadžba normale 
Izračunaj y' za 
J.y=1+ x : [=] 
2.y=x+acigy : NE se] 


3. Dekaži, da funkcija zadana jednadžbom pe =1 zadovoljava. diferencijalnu je» 
dnadžbu y2 + (xy — 1Dy' = 0. 
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11. Zadana je implicitna funkcija s od dvije promjenljive x i y, t k- 


: : m dz : z ' 
F(x,y9,)2) = 0. Traže se SRP : dare 


Uz pretpostavku, da zadani implicitni izraz F(x, y, z) = 0 odgovara uvje- 
tima, koji su slični onima za f(x, y) == 0, t. j. da postoji funkcija z = z(x, 9) 
.uvrstimo g = z(x,y) u F(x,y, 2) = 0. 

Dobijemo: 


Fla, y, (x, y)] m0. < e 


Prvo deriviramo funkciju F po x i to obžirom na (a) najprije po slobodnom X, 
a zatim po onome, koji jevvezan sa z prema shemi (87): 


AF BF dz 
dade dao 
Odatle računamo 2. 
i ox 
AF 
8z rr 
dx oF m 
oz 


Sada F deriviramo po y na isti način: 


8F_, AF 82 _4 
dy dz 2 
j dz 
Odatle _ računamo —: 
dy 
AF 
oz dy 
SEP (92b) 


Opet vidimo, da su u nazivnicima derivacije F po funkciji. 
Druge parcijalne derivacije 


d'z ' 02 2 2 05 m 
Ox3 xx = T 3 Izoy s s EV oi a 


(r, si £ su Gauss-ove oznake za te parcijalne derivacije) računamo rako, da tor- 
mulu (92a) deriviramo po pravilu kvocijenta po x, a zatim poy, a formulu (92b) 
PO y, i to obzirom na (a) i shemu (87): 
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pne o*z 
Izračunajmo —— : 
0x? 


FF OF O dz ČFO AF oz 

diz o oVzldxt o Jxdz S) — a lize EE 3) 
de IF: 
| 3) 


. : az . 
Ovamo treba uvrstiti još vrijednost S iz (924). 
Izračunaj na isri ačin ota i da 

ne ——— <TTI 
j dx Oy dy? 

Slično se rzvode i računaju parcijalne derivacije implicitnih funkcija od tri 
i više nezavisnih promjenljivih (vidi dalje primjer 4). 

Izvodeći jednadžbe tangentne ravnine i normale na plohu z = f(x, v), naveli 
smo jednadžbe (76) i (78) za slučaj, kad je ploha zadana implicitno' F(x,y,z) = 0. 
Sada možemo lako pokazati; kako dolazimo do tih jednadžbi. ' 

Uvrstimo u tu svrhu u jednadžbe (75) i (77): 


fe) fo] 

5 (x — «+50 —w)=.—e 
*—X%r_y—YN_2—2, 

dz. 0z —_1 

dx dy 


vrijednosti parcijalnih" derivacija iz formula (92a) i (92b), pa pomnoživši prvu 


jednadžbu s — o , a drugu podijelivši s — E dobit ćemo te jednadžbe u obliku 


dz oz 
(76) i (78): 
(2) — 20 + (5) 00 + Gdje: -0 do 
pati NJEN ja R AO umri di (18) 
BF IF BF. 
(5:), i (2). 


pri čemu indeksi ola kazuju. da parcijalne derivacije treba uzeti u: diralištu 
(xu Yu Zi). 

Primjere za primjenu formula (76) i (78) vidi gore str 100 i sl. 

Primjeri 
ži 
dx dy 


“2 +25 —4x +22 — 5 = 0 


E «Izračunaj 
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9z 2x—4. 2—x 

ox 2z+2. 1+z 
Promaa (92b): 

dz —4y __2) 

&U+2 1+z 


a kako iz zadane jednadžbe slijedi, da je e* == xyz, uvrštenje daje: 


az —yz 22 
dx xyz xy xz—x  x(z—1) 


Prema (92b): 


az -— xz xžz z 


3. Istoza 7 4+y7 +2 =0 


Prema (92a):| 
dz _ 2x9 —! + zyslny + y25lnz 
dx nežinx+ayčmny +sam 
Prema (92b): : 
oz zxčmnx + xzy* + zxz nz 
dy 9x2 nx + xy*"iny + xyz! 


4. Izračunaj vd u i Pa 
: zuri Z dy dz 


za 
dx 


sin(x. y-.ž2.u)— cost +y)—e*“ +uč=0 


IF 
du _ Ox y2u > Cos (xyzu) + 2x sin (x% + y2) 
2x 8 xyz > Cos(xyzu) -h.z uz—1 

“du 

IF : 
du “Oy _ xzu + cos(xyzu) + 2y + sin +) — ze? 
dy BET ps xyz + cos (xyzu) + zuzi 

"du 

aF ' ' 
du "Az xyu cos(xyzu) — y €* ++ u* Inu 
322788 xyz cos (xyzu) + z uzi 

ou 


1B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio II. =, 161 


5. Dokaži, da:za funkciju 
299 +2 —4x +28—5=0 
vrijedi jednakost 
KEJ 
dx dy. dy 0x 


Obje tražene druge parcijalne derivacije računat ćemo neposredno iz prvih derivacija. 


Prema (92a) i (92b): 


dj ma, srz (a) 
dx 22+2 z+1 
oz —4y 2y 


dy 2242 z+1 


(a) derivirajmo parcijalno pr y, a (b) po x* 


& 
* oz “dz 
diz omeo Rae 
dx dy (z + 1)? (z +1)? 
Iz dz 
dz o MB aš a adi ša 
dy dx (z +1) = (z+ 1 


Uvrštenje (a) i (b) u gornje jednadžbe daje: 


dx dy < +1)? 
dz 2y(x +2) 
L dyox  (z+1)? 
D 
Vidimo, da je 
dz E dz 
dx dy  Bydx 


1I: Neka su zadane implicitno dvije funkcije u i v dviju nezavisnih promjen- 


ljivih xiy: . 
f(x, yu 0) ==0 
: PRN (a) 
g(x, y uv) =0 
Traže se du. dv . du, dv 
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Eksplicitno bi obje funkcije glasile; 
u=u(x, y) i v=vx, y) 
-Uvrštenje u (a) daje: 


fix Yy> u(x, y), v(x, yl=0 : 
(b) 


g(x, u(x, 9), v(x, sli=0 
Prema (b) i obzirom na (87) deriviramo f.i g po x: 
af + of du Of. Bv_ 0 
dx du dx dv dx 
dg Og u, g _ 
AKO u goa 
a oka [> du. dv 
Dobili smo dvije jednadžbe s dvije tražene nepoznanice s ID 
Riješimo te jednadžbe načinom" determinanata: : 
of of ER If af | 
dz do | du ox 
og Bg : dg dg : 
du dx dv či ota du dx (93) 
ran of of Dax TALA 
du dv |. du Av 
đe og že dg 
du ov . du dv 
: namote du , dv : sole 
Izrazi dobiveni za <—— i — pišu se simbolički ovako: 
: Ox dx Š 
O(f, g) ; 8(f, 8) 
2: du o(x, v) Jv o(u, x) 
me ; L=_ 93 
dx o(f, g) dx, df, g) dk 
d(u, v) (u, v) 


Sada prema (b) deriviramo f i g po y: 


of m If u, 0f 0dv 
dy du dy du dy 
g Og du .0g Av 


dy papa M ram 


Odatle: 


dy dv du dy 

dg Og |. 88 0% 
đu__ [28y0v| .&v__|2w49y| (94) 
3y of of * oy of df ' 

du dv du dv 

dg: g dg og 


Ii u simboličkom obliku : 


Hffxg) 8(f, g). 

du_- lv) &v__ uy) 

87 Ag) ' 8 Ag) (948) 
o(u, v) o(u, v) 


Na slični se način računaju parcijalne derivacije sustava od n implicitnih funk» 
cija, koje. ovise o 2 nezavisnim primjenljivima. 


Primjeri 
1. (090) =y + Ždu—v—a=0 
gu) E=x+9— u+v—b = 6 


Odredi: Ux> Vx>,Uuy,» UVy 
Prema (93); odnosno (94) imamo: 


3x? —2U 
jo +1 |__ 3 +2v 
sk | 2 mad 21 — 2uv) 
—2lu +1 
2 3x? 
om žu +1 [1+ 3etu 
zid X — 2) 1 — 2uv 
| —2v 
na 2y +1 [__1—d4y 
y UI — 2uv) 21 — 2uv) 
| | 
PERES —2u 2y 2y--u 
2 2 — 2) 1 — 2uv 
2 S 4+2—u + 


Tu su .x, yi z funkcije od u. 
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Izračunaj S i 2 1 ši 


Funkcije x, y i z u cksplicitnom obliku glasile bi: 
*=x(4 3 y=y0 i z = z(u) 
pa zadane implicitne jednadžbe možemo općenito prikazati u obliku 


I u, x(u) , sl) , za = 0 
glu x(u) 5; 16) , zaj =0 
h[u, x(u) , y(2) ».2(4)] =0 


Deriviramo f, gi h po u prema (87): 


48.02, 8,8, 
du 0x du dy du dz 
DNO EINE I E 
ka ra are Mu dz 
UREDE INC 
Du dx du dy du dz 


LI 
o 


kak iak: 
U li 
o o 


Za naš primjer imamo prema um formulama: 


dx ' oy dz 
IT =y E 
+25, 2y ura 8 


dx. Oy Bz _ 
Mkd du du € 


dy 


dx : dz 
— 3Juš Ž__ay 2 = 
3Zuž + 3x3 dy — + 3z' Em 0 


Dobih_ smo sustav od tri jednadžbe s tri nepoznanice. Riješimo ga: 


l —2) 2z 
—u +1 
dx 32. —4y 322 | _ (325 — 4y) + 2y(— 62?u + 32) + 22 (Byu — 3u)_ 
du 2x —2y Iz |o2x(322—4y) + 2y9(322 + 3x8) + Iz(—4y—3x9) 
1 +1 —1 
3x2 —4y 322 
Određi na isti način 1z jednadžbi (a) & i a 
na j Krodnk 


12. Parametarski oblik funkcija. dviju nezavisnih promjenljivih i njihovo 
deriviranje 


Govoreći o parametarskom predočivanju funkcije jedne promjenljive y = f(x) 
(vidi Dio I. $ 5), rekli smo, da se to predočivanje sastoji u tome, da se obje ko- 
ordinate x i y svake točke krivulje y = f(x) prikažu kao funkcije nove promjen- 
ljive £, koja se zove parametar. Slično imamo pri parametarskom 'predočivanju 


\ 
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funkcije dviju promjenljivih z =f(x,y), koja, kako znamo, predočuje plohu u 
prostoru. Razlika je samo u tome, što svaka točka plohe ima tri koordinate (x, y, zj 
ida je ploha geometrijska tvorevina dviju: dimenzija, pa treba koordinate (x, y, 2) 
neke opće točke plohe prikazati kao funkcije 
dvaju parametara u i v. 


x = x(u, v) | Jednadžba funkcije dviju 
y =y(u, v) | promjenljivih u parame- - 
z =z(u, v) | tarskom obliku 


Kao primjer prikažimo u parametarskom 
obliku jednadžbu kugline plohe (kugle) po- 
lumjera R. ' 

U tu svrhu uvedimo prostorne pola- 


rne (sferne) koordinate za bilo koju to- 
Sl. 75 čku T prostora (vidi sl. 75). 


OT = p = radijvektor točke, t. j. udaljenost točke od ishodišta koordinatnog su- 
stava (pola), 


= kut, što ga projekcija TT' radijvektora p na ravninu XY zatvara s + 
osi X (geografska dužina točke), 


3 = kut, što ga radijvektor g zatvara s + osi Z (z- 3 je geografska ši- 


rina točke) X 
p se mijenja od 0 do + co, g od 0 do 2 (360%), a & od 0 do r (180%). 
Za točku T(x, y, z) na kuglinoj plohi imamo prema sl. 75: 
pP=R 
OT = Rsn$ 
x = OT .cose =R cos p + sin 
y=O0T .sno=Rsine sn 
z = Rcos$ 


Prema tome je 


\ 


x = Rcos e “sn 
y =ARsin op *sin 8 (95) 
z=Recos$ 


parametarska jednadžba kugline plohe polumjera R, 

Qi 9 su parametri. 

Jednadžba kugline plohs ima u sfernim koordinatama mnogo Pija 
stavniji oblik: 


o=R =konst. — jednadžba kugline plohe polumjera R u sfer- 
nim koordinatama. 


gine ulaze u jednadžbu, j jer je radijvektor p = R za bilo Koje Q i 9. 
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Da izvršimo prijelaz od mama oblika na obična z=/f(x, 5), treba 
parametre p i & ukloniti. 


Pokažimo taj prijelaz na našem primjeru kugline plohe, 
Kvadriramo li i zbrojimo li prve dvije jednadžbe sustava (95), dobit ćemo: 


x+? = Ržsin?8 (a) 


Iz treće jednadžbe slijedi: 
Cos == => 


pa je 


sin? 9 = I1—- cos) =1—== 
Uvrštenje u (a) daje: 


ž+y=R—z 
ili x>+y+z=R 


li z= + VE Taj 


Iz uspoređenja te jednadžbe kugle s njenim parametarskim oblikom (95), 
vidimo jednu od mnogih prednosti parametarskog predočivanja funkcije: pomoću 
parametra g i 9 promjenljive x, y i z izražene su jednoznačno, dok je funkcija 


z=+ === dvoznačna. 
* Parcijalne derivacije funkcije zadane parametarski računamo po pravilu za 
deriviranje sustava implicitnih funkcija (vidi pređašnju točku 11, III). 


aah to na primjeru kugle (95). 


Tražimo Še i s 
Iz treće jednadžbe sustava (95) imamo uzevši u obzir, da je $ funkcija od x, 
yiz: 
dz feb. 
pe ZBIE RA ». pag 
: Ox . si dx 
i siše (a) 
oz sha 


2% 
—=—Rsn9.— 
oy sim Em 


Da odredimo i E napišimo prve dvije jednadžbe sustava (95) u obliku: 


(Q 2 x) =Rcose .sn%—x=0 


ž g(0, Hy) =Rsneo snH--y=0 (b) 
Kako je prema slici 75 & = -Q(x, y),a 9 =2(x,y, 2), imamo: 
2) > 3 Xa )V3 Z)a == 0 
I[P(x, y), (x, 9, 2), x) (o) 


810(% 9), B(x,y, 2), y]=0 


» 


Obje funkcije 7deriviramoJpo_x_prema/shemi (87): 


of dO. 0%. 0f 
dg da ag ax dx mo 
& 20, 28.8%_4 a 
Og 0x. 09% dx 
Prema“(b) računamo: 
AR E RT RE. 8 o &_ 
"de Rsne sn ; ages mi tai 
Ha će) 


= dj, DEE osno 
da a sin & ; 29 7 Asi poos 
Uvrštenje, u.(d) daje: 


: ž 2%. a. 2% 
—R sin p.. sin Matra > =——i=0 


Ox 
. ;i .. 2% :J .. . 2% = 
R cos & - sin, Ire E sin 2+ cos $. ja 0 


MORE E A 0% Pe - doti : = 
Riješimo li po E te,dvijejjednadžbe;sidvije nepoznanice; na pranačinom 
«determinanata; dobit ćemo» | 


Z : $ pra ae 
Da _odredimo S “deriviramo jednadžbe (c) po y. Uvrštenje_ vrijednosti (e) 


i sE = — Tu jednadžbe dobivene_deriviranjem dat će dvije jednadžbe s nepo- 
Be sika : zo : ' 
-znanicama Za i I iz kojih odredimo: posljednju. Dobit ćemo: 
03 _ sing 
čv Rcos$ 


Načini taj izvod! 
Uvrštenje,u (a) daje tražene, parcijalne, derivacije: 


oz da.“ oo 
ra 49; ape morao 


Odredivši te parcijalne derivacijey možemo lako napisati jednadžbe tangentne 
ravnine i normale_na kuglu, čija je jednadžba zadana u parametarskom obliku (95): 
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Uvrštenje vrijednosti tih derivacija u (75) i (77) daje: 
cos e, + tig i(z—x) + sin pre tg (9 —y) + (z—2).= 8 


Xx a. 9 —J: _ž—8 


COS Pr“ Ig Ši sin Pi + g E 1 


To su jednadžbe tangentne ravnine i normale na kuglu u točki T,(X1 0 Zi)». 
odnosno (gp, 81). 
Jednadžbu normale možemo napisati i u drugom obliku pomnoživši sve na- 
zivnike.s cos 9,: 
*— x, _ »>—H z—z, 


cos Qi + SnB, osnpiesndi o c058% 


Kako su kosinusi smjera radijvektora OT, prema slici 75 i jednadžbama (4) i 
(95): : 


x 5 . a . . 
cos a, = ra = c0s wy“* sin 91.) cos B, =Z 7" Pa “sin 9,; 


Zi 
Co Wa = 5 = Cos d, 


identični s kosinusima smjera normale, zaključujemo, da je tangentna ravnina. 
okomita na. polumjeru kugle povučenom u diralište. 


13. Tayior-ove i Mac Laurin-ove formule i redovi za funkcije.dviju i.više 
nezavisnih promjenljivih 


Zadana je funkcija dviju nezavisnih promjenljivih. Treba je prikazati u obliku, 
polinoma tih promjenljivih. Taj prikaz daje, kao i za funkciju jedne promjenljive 
(vidi Dio I. #.18, 8), Taylor-ova, odnosno Mac 
Laurin-ova formula. . 

Geometrijski . se taj . problem svodi na to, 
da.se aplikata: zadane funkcije z = f(x;y) u 
točki. T(Xa +2 Yo-Hk), Lj. f(Xo + H> Vo +), 
izrazi pomoću aplikate te funkcije“ u; zadanoj 
točki aZo(Xo Y0)> t- j.. pomoću f(x, 9), i vri- 
jednosti parcijalnih derivacija: te funkcije, u toj 
točki Ty (sl. 76). 

Pretpostavimo, da. je zadana funkcija 
Zz= či y).neprekinuta i da ima u okolišu to- 
čke*T,(X0, 90); u kojem leži točka T(x, + h, 
yo -H'&)) neprekinute parcijalne derivacije svih 
redovardo uključivo x-toga reda. Polazeći od ' 

Mac Laurin-ove formule jedne nove promjenljive z lako dolazimo do Tayloreove 
formule za funkciju z = f(x, y), koja u simboličkom obliku glasi; 


Sl. 76 
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af 


Hx+hy+k) = — Gos) kr de +5 34). + 


=y 
e e 
pje >" sj 


1 of Of ,V-! 1 jof of 
imi + dao rib+ da, 
IJ y=m+hh 


0<8 <1 


dje je 
ai 0<8<1 


'*Potencije binoma su simbolične, slične onima kod računanja diferencijala 


(vidi točku 8.). Indeksi at napisani uz binome napominju, da parcijalne deri- 


= 

vacije treba. uzeti u točki T4(X,, yo), to znači: u izračunate parcijalne derivačije 
treba uvrstiti x = xiy =y. U posljednjem (u +1 ) članu parcijalne derivacije 
uzete su u nekoj točki (x, -+ &h, y0 + 91&), gdje su 8.1 9, pozitivni pravi razlomci 
inače neodređeni. Taj posljednji član Taylor-ove formule je ostatak .R,, čiju 
vrijednost ne možemo izračunati, jer su parcijalne derivacije n-toga reda, kako 
vidimo; uzete u nekoj točki, za koju znamo samo to, da leži negdje u okolišu točke 
TV Ko, Yo). x 


Uvrstimo li u Taylor-ovu formulu (96) 


: n+Hh=xj mtk=y 
a također 
h=x—xX; k=y—y 


dobit ćemo 'Taylor-ovu formulu u drugom Poul 


S 9) = flo 99) + rlaz (8 —*o +35 0—90)] 


X*=X 
7) 


+ rlzl—v) + #90]. + ali U (ss) + #9—>v] . 


=) , : ija 
] 
dive SE lee Xo) +5 uh rilasa xu] (96a) 
n! x=x,--Ih 
y=ytbh E 
gdje je 0<% <1 
0<&<I! 
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Vidimo, da Taylor-ova formula predočuje funkciju f(x, y) u obliku polinoma 
od (x— x) i (y—yo) stepena (n —1)-ga + ostatak.R,,* 


f(x.9) =Poal(x— x), (y— 90) + R, 


Leži li žadana točka FTo(Xa Po) na osi Z, u ji ako je xa = 01 9 = 0, dobit 
ćemo uvrstivši u Taylor-ovu formulu (96) 


x =0; yo =0; h=x i k=y 


Mac Laurin-ovu formulu za funkciju z = f(x, y) u simboličkom obliku: 


' TP 2f 448), 
fly) = 10 0+n(5* +399), EE ur E 
8 v=0., y=0 
Loaf of i 4 : 
Fabia Še Bi e (n—1)! a +29) + (97) 
v=0 »=0 Lk 
1 orof FIA 
Lil rea IR 
y=2,x 
gdje je 0<8%<1 


: =0 E z = ao BRA 
Indeksi ee uz binome pokazuju, da su parcijalne derivacije uzete u točki 


TAO, 0). Posljednji član formule je ostatak A,, čiju vrijednost ne možemo izra- 


čunati, jer su n-te parcijalne derivacije uzete u nekoj vodki. (3x, Brx), koja leži 
negdje u okolišu točke Ti. 


Vidimo, da Mac Laurin-ova formula prikazuje funkciju J( x, y)u obliku poli- 
noma od x i y stepena a —1)-ga + ostatak R,,. 


f(x, »i=P(xy) +R, 


: ska dd 2 kakuka iL 
Pretpostavimo sada, da zadana funkcija ima parcijalne derivacije svih mo- > 
gućih redova u okolišu točke Ti i da ostatak R,, teži po apsolutnoj vrijednosti nuli, 
kad n; t. j. broj članova polinoma, teži u beskonačnost: 


zoi 


n—>oo 


Drugim riječima, pretpostavimo, da je funkcija f(x, y) analitička funkcija 
u okolišu točke Ti. \ 


U tom slučaju Taylor-ova i Mac Laurin-ova formule dobiju beskonačno mnogo 
članova i prelaze u beskonačne redove potencija, koji konvergiraju i daju kao sumu 
zadanu funkciju f(x, y) ito za one x, y za koje ostatak |R, | teži nuli. 

Taylor-ov red glasi dakle prema (96a): 
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feeso)'= išo vd Hg lle— av Ši ek. + 
pjeva 


nje x)(39—x) +%0— >| + 


K=ke 
Imy 


1 


of 2 2 
+ mlaals—* *)' +255 


(966) 
og (*—*)(y—y)' 4+ 


1 [0* d : 

+srlas — x) +3 9, (=a) (y—y) +355 
A5 

+55(0—s0]| _, sha: 


IJ 


Prema (97) dobijemo Mac Laurin-ov red: 


f(x>.9) =7(0. 0) +Tr riše + 309), +2 za x+ 29 +30), 
. 3 (974) 
dog of o% &f, 
+AŽe rs zaš eni aka Ra 
30 


Sasvimrslični, oblik“ 'imaju, Taylčižove i Mac Laurinčove. formule i Tromaa 
nkciju trijusi "više promjenljivih: 


Primjeri 
1. Funkciju “z == sin x + sin y razvij po“ potencijama “od (* _ čili (» _ 2 


“To znači: zadanu funkciju treba razviti u Taylor-ov, red polazeći iz točke 


Računamo prema (96b): 


PA RER PRAIA) PIR LA 


4 4 2 2 _2 
Sla a0 + sinys pak 
dna. cos y3 (z sE 

Ska — sinx + siny3 ro koa 
go 00%: 609 5). aka 


Bf _ 84\ _ sana 
da sin x + sin y; Gaz itd 


172 


Uvrštenje podvučenih vrijednosti te x, = Ti N= zu (96b) daje traženi red: potencija: 


Begos2 boda bai | 
+32) + 6-2 b-d)-2b-Hl+ 


2X Izračunaj  1,11:%% na 4 decimale točno pomoću Taylor-ova reda. 


Napišimo 1,15% u obliku (1 + 0,1)" 49% postavimo 1+0,1=xi1+0,02=y. Tada 
zadani izraz poprima oblik x*, pri čemu je 0,1 =x—1.i002=y—1, pa tako dobivenu fun« 
kciju'z = xXi razvijemo u Taylor-ov red polazeći iz točke (xa =, se). 


X 


Rečunamo prema (96b) za funkciju g = 2%: 


Nltoyo) = V=_1 


4 NE 2) =a 


FINE 9-4 a a272. [2% 
S von (QA—)%* 3; (55), 


(JE »-1 
FETA x hx+x 


ul) poima E 


. d 
E -lnx.x na=x ma; (5), = 


A »—3 0% 
5 -0'-90—D-# ;: (2). 


2 =(—y) +2 dx +2. (91 1); (5 zali "sei 


0% y—: ji PUNE ki PRA ( 0%f h- 
Bog aa nx +x 3)+x=x ln x; rrE I i hp 


8. 
of =Inx-x Inx; (2 i 


dy? sh — 


. 


Uvwrštenje podvučenih vredno a također g = 1 i yreHfu(96b)daje:, 


ra.l4 (x—1D+ zi x—Do=nDf Kio (x— PITEN a aa 3 


za +G—DO—D+ZE=DO= DA. 


Sada uvrstimo x = LLiy = 1,02: 


LI = LK 01 + 00214 75 01820,02,4... 
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1,02 


115 =1,1 + 0,002 + 0,0001 + ... 


1,1 1.1021 na 4 decimale točno. 


3. Funkciju 2 = sin? (2x — 3y) razvij po potencijama odxiy 


To znači: zadanu funkciju treba razviti u Mac Laurin-ov red. 
Računamo prema (97a): 
KO,0) = sin O = 0 
ž =2.2 sin (2x- _— 3y) . £0s (2x -— 3y) = Isin [2(2x — - vl == 
- zA (5), = sino = 0. 
s = —3sin(4x — 69); 2), =0 


M = 8 cos(4x—6y); (5), = 8005 0 = 


Oxž 2 

FJANNE ; (8 = jam 
dxdy dk ( dx dy lo 2 
af ja 
dpi Toto 1Beos (4x — 6y); (5), de ! 


itd. 
Uvrštenje u (97a), daje: 


sint (2x— 39) = zi 8— 24) + 189) + n= 128% + 4 + 192) — 
—6: 288x591 + 4 432xy? — 6489) + + m 
000 — 12 Oy! — I st e 3208) — TA 4 TI! — DI 4 e 


Za vježbu: 
Funkciju z = €. sin y razvij u red po potencijama od x i (> + 2) 


x 1 La LEI 1 La 
t--i-e—ž+zvrz) zra brati 
Razvij* po potencijama od x.i y funkcije: 
a)z= € sny k=s+9+g PG ve »)+- 


1 
7 G=Do=n : 
E: on ka rm SE eni: VOR 
QA EE Fay (z=x—y 3 + š + ] 
d)z=sn(x + ). Rezultat kontroliraj tako, da uzevši x + y = z rastavi u red 


potencija sin z [vidi Dio I. formula (150)]. k 


b)z mr mr pom rone 
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14. Primjena Taylor-ove formule za približno rješavanje jednadžbi 


U prvom dijelu Repetitorija (vidi $ 17) naveli smo više metoda za približno 
rješavanje algebarskih i transcendentnih jednadžbi. Iste jednadžbe, a također 
sustave tih jednadžbi možemo također približno rješavati pomoću Taylor-ove fos- 
mule. 

Pretpostavimo, da treba riješiti sustav od dvije jednadžbe s dvije nepo- 


znanice:: 
Hxy)= 0 
g(x 3) =0 ' ' 
Geometrijski to znači, da tražimo koordinate (X, yo) sjecišta tih krivulja. 
Kako: ta točka (xX,, ye) leži na obim krivuljama, bit će 


HX 90) = 0 
g(Xo yo]. = 0 ' 
Narišimo grafove obiju. krivulja i iz slike što točnije očitamo koordinate x, 
i.y, njihova sjecišta. Očitane vrijednosti x, i y, smatramo prvitn aproksimacijama 
traženih rješenja x, yo zadanog sustava jednadžbi: 


Budući da su x, i y, samo približne vrijednosti traženih rješenja siistava; bit će 
J(xx yi) +0 
g(x» Yi) = 0 : 

Da dobijemo točne vrijednosti x, yg traženih rješenja zadanog sustava jed- 
nadžbi, moramo aproksimativnim rješenjima xx i y, dodijeliti popravke Ah, i &,, 
pa je 

Xx=x+h 
Ne=Y + k, 


f(x +h, na+k)=0 
g(x +h, n+kJ=0 


Obje funkcije f i g razvijemo po Taylor-ovoj formuli (96), pri čemu se ogra- 
ničimo samo na linearne članove formule: 


0 = flxib ho sik) = flxovo + (5 A +(2) 4 


Đ, 
0 = g(xr-H h, Nni+ k,) = e(x,y) + (5). i + ES Ri 


Dobili smo dvije linearne jednadžbe s dvije nepoznanice hi k, Rije- 
šimo ih načinom determinanata: 


— (o 99 .) : 
Đ 
i —g(X. yi) (55) (98) 
sg of of 
E (55). 
Đ d 
CN 
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: ' (2), —f(xu xy) 


($), : —g(xy yu) i 


: of : o) 
(2). (5). 

Og Fe) 
(3:). (5). 


Međutim, iz gornjih izraza ne ćemo dobiti točne vrijednosti popravaka A, 
i k, naših prvih aproksimacija x, i y,, jer smo u Taylor-ovoj formuli uzeli samo 
'3 prva člana zanemarivši sve ostale, već ćemo dobiti'samo približne vrijednosti 
popravaka. Dodamo li dakle te približne vrijednosti popravaka ž:, i k, našim prvim 
aproksimacijama x, i y,, ne ćemo dobiti točne vrijednosti x, i y, traženih rješenja, 
već samo njihove druge bolje aproksimacije: 


Xaa=xa+h 

N=J +h& : : 

Sada ponavljamo postupak zamijenivši x, iy, Sa xiy, a hik sa hik, 

pa prema formulama (98), u kojima zamijenimo indekse I s 2, dobijemo druge 
popravke 4, i k., dakle i treće još bolje aproksimacije traženih rješenja sustava: 


Kk=x+h 
Ni=y+hk 
Postupak nastavljamo, dok ne dobijemo 


tražena rješenja sustava na potreban broj deci- 
mala točno. ; 


Primjer 


Riješi na tri decimale točno sustav jednadžbi 


x2ž+y=1| 


Sl. 77 


Iz slike 77 vidimo, da se grafovi eksponencijalne 
funkcije i kružnice polumjera t sijeku u točki A(0,1)'\i 
točki B, čije su približne koordinate (0,9; 0,4). Vrijednosti tih koordinata uzmimo kao prve 
aproksimacije traženih riješenja zadanog sustava jednadžbi: 


xi =09 
Yi = 04 
Napisavši zadane jednadžbe u obliku 
xy) =e“*—v=0 ' : (a) 


gay) = +y—1=0 
računamo prema (98: 


ag (b) 
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Uvrštenje x, = 0,9 iy, = 0,4 u (a) i (b) daje: 


fl I) = €7%—0,4 = 0,40657 — 0,4 = - 0,00657 


#(Xx;Y) = 0,9% + 0,47 — 1 = 0,81 + 0,16— 1 = — 0,03 
VA NJ : 2) s 

(2), = € = 0,407 ; nv dla 1 

s) big) s ' (S = a 
(£).-? 0,9 = 18; £) -2:04- 08 


pa prema (98) dobijemo popravke &, i &, naših prvih aproksimacija: 


— 0,00657 —J 
ć + 0,03 +0,8 | _ — 0,005256 + 0,03. 0,02474 
se — 0.4066 —1 > —0,32526 + 1,8. L47474 

+18. +08 

kh, = 0,01675 

— 0,40657 — 0,0066 
na 1,8 + 0,03 ( — 0,012197 + 0,011826 
: LA TATA u 1,47474 

k, = — 0,00025 


Brugc aproksimacije 


Xa > Xu + lu = 0,91675 
n=y+k = 0,39975 


Vrijednosti dobivene za x i y» uvrstimo u (a) i (b): 


f (koy) = €799165 0,39975, = 0,39996 — 0,39975 = + 0,00021 


£ (XuY2) = 0,916757 + 0,39975? — 1. = 0,8409 + 0,1600 — | = + 0,0009 


(e _ o £7091615 _ 
Bxla 


(5 — 2-0,91675 = 1,83350 ; (E = 2.0,39975 = 0,79950 
Oxla dyla 


pa prema (98) računamo druge popravke: 


— 0,00021" —1 | 
_ 1—0,0009 + 0,7995 | _ _—0,00011. _ 
ži Tco39975 I + 151399 ali 


+ 1,8335 + 0,7995 


12 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio IiI. 


_ — 0,000371 
7 1aTaTa 
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D 


| — 0,39975 —0,00021 


+ 18335. —0,0009 | — 0,00025 


F15139 DRE EI passes 


ko= 


'V'reće aprokismacije 
Xa = Xa + ha = 0,91668 
Y3 = 93 + ka = 0,39958 


Iz uspoređenja vrijednosti dobivenih za x, Ya i Xa Ya, Vidimo, da su 


Xa = 0,917 
* o = 0,400 


tražena rješenja zadanog sustava jednadžbi na 3 decimale točno.“ 


Pokažimo sada na primjeru, kako se rješavaju pomoću Taylor-ove formule jednadžbe s jed. 
nom nepoznanicom. 
E U I. dijelu Repetitorija (vidi 8-17) odredili smo metodom sekante i metodom tangente 
jedno realno rješenje jednadžbe x* + x —8 = 0, pri čemu smo posljednjem metodom dobili 
X = 1,834 na tri decimale točno. 

Riješimo sada istu jednadžbu pomoću Tavlor-ove formule. 

U tu svrhu napišimo jednadžbu 


2 +x—8=0 
B=—x+8 


u obliku 


i stavimo 
v=x* 


y=-x+8 
Ny) =/—y=0 
(9) = +8—y=0 


m. 


Narisavši grafove kubne spidabote y=x i pravca r=-—x+ 8 ovamo“: iz slike ko 
ordinate sjecišta te krivulje i pravca.. 


Dobijemo prve aproksimacije: 
a=18 3; x =6,2 
Računamo prema (98): 


JEZA) = 1,8 — 6,2 = — 0,368 
8XuJ9) = —18+8—62=0 


Ž =3x2; 2). 3:18 = 9,72; s 
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Uvrštenje u (98) daje: 


+ 0,368 si | 
o i — 0,368 
h= iro TI I Vom ron 


Xa= x +h, = 1,88343 
—— 


Usporedimo li taj rezultat s rezultatom x, = 1,834, koji smo dobili metodom dioni 
vidimo, da smo već dobili realno rješenje zađane kubne jednadžbe na 3 decimale točno. 
Odredi na isti način realno rješenje jednadžbe x? — 3x8 — 10 = 0 na dvije decimale točno. 


[X = 3,72) 


15. Ekstremne vrijednosti funkcije dviju i više promjenljivih 


a) Pojam ekstrema prava i neprava 


Neka je zadana funkcija z dviju nezavisnih promjenljivih x i y: 


z=f(x,y) 


koja je neprekinuta u nekom području ravnine XY. Naš je zadatak, da odredimo 
one točke toga područja ravnine X Y, u kojima funkcija z ima maksimalne i mini- 
malne vrijednosti, i da izračunamo numeričke iznose tih ekstremnih vrijednosti, 
Ne tražimo, dakle, apsolutni maksimum, odnosno minimum funkcije, već njene 
relativne, lokalne maksimume i minimume, tako da se može dogoditi, da je neki 
minimum veći od maksimuma. : 

Prema tome smatramo, da funkcija z = f(x, y) ima maksimum u točki 
(X Yo), ako je razlika između bilo koje susjedne aplikate užeg okoliša točke 
(X Yo) i aplikate 2, u točki (X, yo/ Uvijek negativna, t. j. ako je razlika 


A =f(x+h,y+k) —j(au y)-< 0 


zasve |k|i]|k] dovoljno malene, t. j. za sve točke dovoljno malog područja rav- 
nine XY, koja ima oblik pravokutnika sa stranicama 2% i 2, kako se to vidi iz 
slike 78. 


Slično definiramo minimum u točki (x, yo) : funkcija z = f(x, y) ima mi- 
nimum u toj točki (x, yo), ako je razlika 


B=f(X+hy9+k)— f(x y0) > O 
za sve |k|i]&| dovoljno malene (vidi sl. 79). 


Slike 78 i 79 prikazuju t. zv. pravi maksimum, odnosno pravi mini- 
mum, jer je za one točke iz riajbližeg okoliša točke (x,, ye) razlika A uvijek nega- 


lg 


tivna, odnosno uvijek pozitivna. Tim pravim ekstremima odgovara, kako vidimo, 
točka vrha, odnosno točka dola plohe. 

. Ako je za neke točke toga užeg područja oko točke (Xe, yo) razlika A jednaka 
nuli, eckstreme zovemo nepravi. Sl. 80 prikazuje plohu, koja u točki (x y) ima 
nepravi maksimum, jer je prema slici 


A = (X + h, Ye + 0) — f(x Yo) =0 


Z=/(%y) 


X 


SI. 78 Sl. 79 


Ukratko možemo kazati, da funkcija s = f(x, y) ima pravi ekstrem u točki 
(X Yo)s ako predznak razlike A ne ovisi o predznaku A i &, koji trebaju biti do- 
voljno maleni, pri čemu se ta razlika A ne smije poništavati. 


b) Nužni uvjet za ekstrem 


Ako postoji ekstrem funkcije z = f(x, y) u nekoj točki, onda do te točke mo- 
žemo doći držeći x konstantnim, a mjenjajući y, ili obrnuto mjenjajući x, a držeći . 
y konstantnim. Mijenjamo li samo x, a y držimo čvrst, funkcija ovisi samo o jednoj 
promjenljivoj x, pa mora biti ispunjen uvjet za ekstrem funkcije jedne promjen- 
ljive, t. j. u točki ekstrema mora biti ž 


Drugim riječima, koordinate x,, yo točaka ekstrema moraju zadovoljavati taj 
sustav od dvije jednadžbe s dvije nepoznanice. To je nužni uvjet za ekstrem 
funkcije z dviju promjenljivih & i y. : 
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Primijetimo, da slični oblik ima nužni uvjet za funkciju w od više promjene» 
ljivih x, y, 2, u,.. 


Da je taj uvjet samo nuždan, lako se uvjerimo, ako se sjetimo geometrijskog 
značenja parcijalnih derivacija funkcije dviju promjenljivih. Govoreći o tom geo- 
metrijskom značenju, pokazali smo, da je u točkama plohe z = f(x, y), u kojima 


je = =0i e == 0, tangentna ravnina na plohu horizontalna, t. i, paralelna 
s ravninom .X Y (vidi točku 4. ovog $). Kako je u točkama ekstrema funkcije S =0 


Ke) 


1 ag 0, u tim je točkama tangentna ravnina na plohu horizontalna, pri čemu u 


točkama pravog ekstrema tangentna ravnina dira plohu u jednoj točki (vidi sl. 78 
i 79), dok u točki nepravog ekstrema. tangentna ravnina dira plohu u pravcu (sl. 80) 
ili općenito u krivulji. Međutim, ploha z = f(x, y) može imati takve točke, u kojim 
je tangentna ravnina horizontalna, ali ne samo dira, već i siječe plohu. U tom 
slučaju ima ploha u području te točke oblik sedla. Kao primjer navedimo hiper- 
bolni paraboloid. U ishodištu O, kako se to vidi na sl. 66, tangentna je ravnina 
na tu plohu horizontalna, ali funkcija u toj točki nema ekstrema, jer tangentna 
ravnina u toj točki dira i siječe plohu. 

Prema tome, sustav jednadžbi 2 


il a 
ia 

ll 

E 
QA 
SR 

ll 

[=] 

= = | 

-----P-o 
kz 
C_93 

X 


daje samo nuždan uvjet za ekstrem, jer 
rješenja toga sustava daju zapravo samo 
koordinate onih točaka, u kojima su tan- 
gentne ravnine na plohu z=/f(x, y) ho- 
rizontalne. 


SI. 80 


Cc) Dovoljni uvjet za ekstrem 


Da izvedemo dovoljni uvjet za ekstrem funkcije z = f(x, y), pretposta- 
vimo, da funkcija ima neprekinute parcijalne derivacije drugog reda u točki (X9, 0) 
i da je u toj točki ispunjen nužni uvjet za ekstrem, t.-j. da je 


dz : oz 
kg A (a) 

Razvijemo funkciju u okolišu točke (x, yo) po Taylor-ovoj formuli, pri čemu 
se ograničimo samo prvim članovima te formule. Prema (96) imamo: 


Jok hogahk) fav vo) + rrlieh 35h) 


.- mj E2 
=y 
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1 of Bf. 1 ojaf Bf,.\ 
url tržliierio Nikakva rbd 


2! \3 By dx=x, 3! x=xeH9R 

3 pa y=yx+t9k 
gdje je 0<% <! 
0<8&<1 


ili uzevši u obzir da je 
Hlo tbhJyo hk) f(x yo) = A 


i da je obzirom na (a) 


1 of of 
Tu redne rd a 
u y=y 
dobijemo 
1 ,0%f dif of 1 jof of ,\ 
= E m a ha Ee i) a 
in brdku zu kasko Prva ju srlar! + 35"). o 
iz» y=y+ah 


Zanemarimo li u toj formuli ostatak, čija je vrijednost malena, jer su vrijed- 
nosti |hl|ilk! dovoljno malene, ovisit će predznak A jedino o predznaku prvog 
člana desne strane, t. BE o predznaku trinoma 


ne :1(2), w+2(85 5) k+ (5 s) | (b) 


X=x 
=y 
gdje indeksi »0« uz parcijalne derivacije pokazuju, da su parcijalne derivacij: uzete 
u točki (x, Yo), u kojoj je ispunjen nužni uvjet za ekstrem funkcije z =f(%y) 
Da možemo potpuno obići okoliš točke 
(Xo, Yo), U kojoj je ispunjen nužni uvjet za 
ekstrem, prelazimo na polarne koordinate ip. 
Prema slici 81: 
h = p cos 
: P P (c) 
=psn o 
Uzimajući e dovoljno malenim i mijenija- 
jući kut & od 0 do 360“, obići ćemo čitavo po 
volji.malo kružno područje oko točke (x; y9) 
Uvrstimo (c) u (b), pri čemu uvedimo 
Gauss-ove oznake za druge parcijalne deriva- 
cije funkcije z = f(x, y): 


da AR Ia. O 
Zri =r 3 drdy =5 E = ; (99) 
ili u točki (x, Yo) 
Bf ed M 
m s ka ' : (9.7 ek Fry pe a 
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Dobijemo: | 


A= S (rop?costep ++ 2sep*Cosp + sin g + Lop?sin? o) 
ili ' 
A= S (rose + 2sesin po * cos pg + Losin? o) (d) 


Budući da je 5 uvijek pozitivna veličina, predznak razlike A jednak je pred- 


znaku trinoma u zagradama Taj trinom napišimo u drugom obliku tako, da ga- 
pomnožimo i podijelimo sa *,, a zatim prva dva njegova člana nadopunimo na 
potpuni kvadrat: 


\ 


Ki PŽ OTočCOS* 9 = DroSoSiH p* COS Pb Polo SiN? Ku 
= a = 
_ Po (rocos e + Sosin p)* — So? Sin? + Potosin? 
== 2 : To 
ili 
: : 2 ToCOS &D -b Sosin E)? + (Toto — So?) sin? 
A = 5 . (ralos Ber semi) rata — e ? di Ze : ? (e) 


Definirajući pojam ekstrema funkcije z = f(x, y), rekli-smo, da funkcija ima 
pravi ekstrem u točki (x y0), ako predznak razlike A =f(x9 + h, yo +k) — 
— f(x yo] ne- ovisi o predznaku dovoljno malenih Ak i &k i da.u'tom 
slučaju - 
za A. < 0 funkcija ima u točki (x, yo) maksimuma, .a' 
za A > 0 funkcija ima u toj točki minimum, 


naravno uz pretpostavku, da je A #0. 


Kako je . uvijek pozitivna veličina, ovisit će predznak A jedino o pred- 


znaku drugog faktora u (e), pa funkcija z ima sigurno ekstrem u točki (x, Ya/y 
ako je. taj faktor negativan, odnosno pozitivan za sve & u dovoljno malom oko- 
lišu oko točke (X Yo), tj. za p dovoljno malen, 


Mijenjajući dakle kut &, sudimo na temelju jednakosti (€) o predznaku razlike A. 
Promotrimo pojedine slučajeve: 
z 4 
1. Neka je rn= (5), +0 
Uz to pretpostavimo :' 
a) Tolo — So? > 0 


U tom je slučaju brojnik drugog faktora u (e) pozitivan za sve e (kvadrati:, 
i nikad se ne poništava, predznak A ne ovisi dakle o g, odnosno o PreČa nakana ; 
hik, već je jednak predznaku od r4, koji je u nazivniku izraza (e). 


Prema tome 7,1, — 59? & 0 dovoljan je uvjet za ekstrem funkcije z=f(x,y) 


Kej . 0 
u točki (x, Yo), u kojoj je n70 i s 0. 
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To znači: ako je Toto — So* > 0, tada funkcija u točki (x, Yo), u kojoj je is» 
punjen nužni uvjet, sigurno ima ekstrem i to maksimum, ako je +, < 0, odnosno 
minimum, ako jer, > 0,jerjetada zan <0iA<0azan,=0iA>0. 

Točke plohe z == f(x, »), u kojima je rofa—5S0? > 0, zovu se točke poži 
tivne! zakrivljenosti ili eliptičke točke. U tim točkama tangentna ravnina 
na plohu dira je u jednoj točki. Na pr. kugla, elipsoid, dvokrilni hiperboloid i elip- 
tički paraboloid imaju samo točke pozitivne zakrivljenosti (vidi sl. 58 61, 62 i 65). 


b) roto — 50% < 0 


Kako je uz tu pretpostavku drugi član brojnika (rgta — 50? )sin"e u (e) nega- 
tivan, predznak brojnika, a dakle i predznak razlike A ovisi o vrijednosti kuta €, 
t. j. o predznacima / i k, jer će za neke vrijednosti o brojnik drugog faktora u (e) 
biti pozitivan, a za neke vrijednosti g negativan. 

Na pr. za & =0 brojnik drugog faktora u jednakosti (e) prima pozitivnu 
vrijednost 19%, a za onu vrijednost o, koja pretvara prvu zagradu brojnika u riulu, 
t. j. za 


ToC0S + SoSin Pp = 0 
(D) 


odnosno za go=—— 


brojnik je negativan. 

Prema tome, Tolo — 502 < 0 dovoljan je uvjet, da funkcija u točki (xs, yg] 
nema ekstrema. 

Točke plohe z =f(x, y), u kojim je rofo— 592 <0, zovu se točke negativne 
zakrivljenosti ili hiperbolne točke. U tim točkama tangentna ravnina 
na plohu dira je i siječe, pa ploha ima oblik sedla. Na pr. jednokrilni hiperboloid 
i hiperbolni paraboloid imaju samo točke negativne zakrivljenosti (vidi sl. 63 i 66). 


c) Tolo — So* = 0 
U tom slučaju jednakost (e) prima oblik 


£ ToCOS g + SoSin g)? 
A= a >og ? ?/ (g) 
Ta 
pa je A > 0, odnosno A < 0 za sve vrijednosti kuta g. Međutim, taj uvjet nije 
dovoljan, đa bismo mogh ustvrditi, da funkcija ima ekstrem u točki. (X, yo), jer 
je prema (f) 


za ToC0S (p -H Sosin & = 0 
kom 
; 8 P= pr 


pa je za taj gi A =0 prema (g). 


U tom slučaju morali bismo uzeti u obzir članove Taylor-ove formule, koje - 
smo kod izvoda izraza za razliku A zanemarili pa na temelju tih članova prosuditi, 
zavisi li predznak razlike A od vrijednosti kuta &, koji ulazi u te članove. 
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"Prema tome slučaj, gdje je u točki, (x, yo)>'u kojoj je ispunjen nužni uvjet, 
za ekstrem, 


Tolo > So? == 0, 


smatrat ćemo neodlučnim, jer bi u takvoj točki funkcija mogla imati ekstrem, 
ali ne mora da ga ima. . . 

Točke plohe g = f(x, y), u kojima je,roZo—So? == 0, zovu se točke nulte 
zakrivljenosti-ili parabolne točke. U tim točkama ploha može imati ablik 
sedla ili, ako tog.oblika nema, tada tangentna 
ravnina dira plohu u pravcu ili krivulji, pa .> 
funkcija ima u toj točki nepravi ekstrem, na- e 


a 
ravno uz pretpostavku, da je tangentna ravnina s 
u dotičnoj točki horizontalna, 3 
Plohe, koje imaju samo točke nulte za- 


krivljenosti i koje tangentne ravnine diraju u 
pravcu, zovu se developable plohe (od 
francuske riječi dćvelopper — razviti), jer se. Čr—— 


dadu bez deformacije razviti u ravninu. Na pr. 
valjak i stožac su developable plohe. Tangen- 
tne ravnine diraju te plohe u pravcima — izvod- 
nicama. Kao primjer plohe, koja ima točke 
triju vrsti zakrivljenosti, navedimo torus, t. j. 
prsten kružnog poprečnog presjeka [vidi sl. 82 i Dio II. $ 7, 7d)]. Vanjske točke 
te plohe. su točke pozitivne zakrivljenosti, nutarnje — negativne :zakrivljenosti, 
a najgornje i najdonje točke su točke nulte zakrivljenosti, jer u tim točkama rav- 
nina dira torus u kružnici. X - 


Uzmemo sada drugi osnovni slučaj: 


SI. 82 


A2 
II. "= GG o 
U tom slučaju poprima izraz za razliku A prema (d) oblik 


s 
A.= 5 + (2sostn & + COS p + Losin?p) 


ili 


A= 5 +. sin Q (2socas & + tgsin p) (h) 

a) Neka je sa +0 : 

U tom slučaju, kako se jasno vidi iz izraza (h) za A, predznak razlike A ovisi 
O vrijednosti o, odnosno o predznaku h i k, pa funkcija u točki (x, yo) nema 


ekstrema. 
b) Neka je 's, = 0 
Prema (h) poprima sada izraz za A oblik: 


, 


.p2 
= 1 
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Vidimo, da je razlika A sada pozitivna za sve ., ali se poništava za & =0, 
pa bismo opet morali prošititi našu diskusiju na zanemarene članove Taylor-ove 
formule. Imamo dakle ngodlučan slučaj. 


Ponovimo ukratko izvedene uvjete za pravi ekstrem funkcije.z = f(x, 9) u 
- točki (X, I) 


A. Nužni uvjet za ekstrem 


do: Ba uo 


daju koordinate onih točaka, samo u kojima funkcija može imati ekstrem. [Točke 
s horizontalnom. tangentnom ravninom na plohu z = f(x, y)]- 


B.. Dovoljni uvjet za ekstrem u točki (x, y,) 


I. r=k0 
a) Tolo — S > 0 


funkcija sigurno ima ekstrem u točki (XY) i to 


maksimum, ako je r, < 6 


minimum, ako je +, > 0 


b) ' "55% < 
Funkcija u točki (x, y,) nema ekstrema. (101) 
€). "ts =0 


Neodlučan slučaj. 

II. ) r,=0 
a) . 50 
Funkcija nema ekstrema. 
b) S s de 0 
. Neodlučan slučaj. 


Računski postupak pri odredivanju ekstremnih vrijednosti funkcije # = 
=/1(x, y) pokažimo na primjerima. 
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Primjeri 
1. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije 
z= 6xy — 2 — 3 


Prvi korak. 


3 dz . 0z , 
Prema (100) računamo Era i su 
foka 
Z=69— 3x2 
E 6y — 3x : 
, . (a 
: 92 A 
in 6x—3y : : 


Drugi korak. Izjednačimo s nulom izraze dobivene za prve parcijalne derivaciie i rije- 
šimo «tako dobiveni sustav jednadžbi: 


6y-—3x? = 0 ili 2y—a=0 
6x-—3y? = 0 2x—y=0 
Iz prve jednadžbe slijedi: 
x 
. "= 
Uvrštenje u drugu jednadžbu daje: 
: zi 
+20 
2x I 
ili 
8x —x=0 
ili 
x8 — x) =0 
Odatle B 
*.=0 
. 3 
i == Vaš = 2 , ako se ograničimo samo na realna 


rješenja sustava, a samo ta rješenja nas zanimaju. 
». a A X ši ž 
Uvrštenje xy = 0 i x, = 2 u prvu jednadžbu sustava daje 


Yi=0 i m=2 


Dakle, samo u točkama T,(0,0) i T,(2,2) može zadana funkcija imati ekstremne .vri- 
jednosti. : ' 


Treći korak. Obzirom na (101) računamo prema (a): 


d?z . 032 , po. rena 
=a H dur rho, H i= ro kajarie 


i uvrštavamo koordinate točaka T, i T,: 


Za točku T, (0,0) dobijemo: ti =0 3; s=6 ;.4=0 
Za točku T,(2,2) dobijemo:'t, = —I2 3; s=6 ; h=—12 


pa prema (101) primijenimo za svaku točku posebno dovoljni uvjet za ekstrem (101); 
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Za Joe Ta: KE a imamo slučaj II. a) 
3" =6 X t 


Zadana. funkcija u točki T, (0, 0) nema ekstrema, 


Za točku T,:rz= —12 +0 imamo slučaj I. i: 

Računamo — mtg—se=—12(—12) — 65 = 144 — 36 = 108 > 0. 

Imamo podslučaj a). Zadana funkcija ima u točki T, (2, 2) ekstrem i to maksimum, jer je: 
rta= "12 <0. : 

Četvrti korak. Da odredimo vrijednost maksimuma, uvrstimo koordinate točke 
T,(Xf =.2, y2 = 2) u zadanu. funkciju: < 

z=6y—x—y3 
Dobijemo 
Zmaka 2.60 21+2—2— 2: =_.8 

2. Odredi.ekstremne vrijednosti funkcije 


žZ=—a—y + 4x +2y—2 


Prvi:korak: pe 
ami B 
x 
Drugi korak. 
—2x+4=0 ; —2y+2=0 
X =2 =1 


Samo u točki T,(2, 1) može biti ekstrem. 


Treći korak. 
0?z 0% 8?z 
da rada a krr is oo 


Budući da smo za druge parcijalne 'detivacije dobili konstante, imamo, rieposredno 


=m=E=—2 53 s=0 ; h=—2 
T"=—2#0 slučaj I prema (101) 
tt—sč=—A-)—0 = +42>0 slučaj Ia) 


Funkcija u točki 74 (2, 1) ima ekstrem i to maksimum, jer jer, = —2<LO0. 


Četvrti korak. 
=z(dđh)=-—4—1 + 8+2—2=3 


Šmaks 
3. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije 
.z=snx +sny + eos(x +9) 


itoza osx< 7 i ETEE: 


t. j. u području kvadrata stranice 2 R 
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Prvi korak. 


zo. RAI 02 pa 
aram stri(x +9) 5 Bu =:0p5y sin(x+9) 


Drugi korak. 


G0SK — sin(x +) = 
cosy sin(x +9) = 


Iz prve jednadžbe slijedi: : 
> sin (X by) ze cos 
a uvrštenje u drugu jednadžbu daje 
f 
Cos» —c0s x = 0 
ih 
COS y = c05 x . 
Odatle 
v=ax 
Uvrstivši to u prvu jednadžbu, dobijemo 
Cos x = sin 2x 


ali 
Cos x = 2 sin x c0s x 


Odatle cosx(2snx—1) =0 
: =. : nm Me ii 
pa imamo cosx=0 pajexr= rabe s jer jey=x 
3n 3 
a također , nW=> nm 


ili 


: = = T = T 
sma pa je xa = z? n== 
5 5x 
a također Xa= "—Z= 3 "= 
sot 3n o 3r LJNE kLJENELI 
Sousa (22) , ni 5) > nk +) : ne < 


množe biti ekstrem. 


Treći korak. 
r=—snx—cs(x +9) 
=—o(x +79) 


t=-sny-—c6sx+by)=T7 
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ZaT, (Z> 2) = — sin — cos z=—1l+1=0 slučaj Il. prema (101) 
ši=—orn=+1+#0 slučaj I.a) 


U točki T4: 2) funkcija nema ekstrema., 


2 
Za (5 : n=—snf—cos3ne +1+1=2+0 slučaj I. 
2>=—cao3z= +1 
h=2' ; . 
Tala—st = 4—1=3>0 slučaj Ia) 
s 3m 3 : E kana BOJE 
U točki T, (Z + >) ima funkcija ekstrem i o minimum, jer je rya= 2 > 0 
m oz BE T l 1 x, 
ZaT(2.3) i n=—snŽ—esŽ=—z—z=—1 #0 slučaj 1. 
pam gomni | 
pletezade: 2 
: Gh=—!| 
nosa slučaj Ia) 
.“3 8 4 4 
U točki T, (2: 2) ima funkcija ekstrem i to maksimum, jer jery = —1I<O0 
Za T, DE. 2) bo rz —sin ME tai = — sin 150% — cos 300“ == — cas 60% — 
6 6 6 3 
—sin30 =—14+#0 slučaj I. ' 
= zua2r mre 1 —1! X 
u= rudii Žž. a7 
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nu—si=+1 _2-+ <>0 slučaj Ia) 


U točki T (> 2) funkcija ima ekstrem i to maksimum, jer jer, = —1 < 0 


Četvrti korak. 


. 3 . 3Tr 
= SN o + st > 


3x:*3m 
) 3 2 +cs3n=—1—Il—i = —3 


“mn -2 (5 

zom . oz RE , x 1 1 1 5 
Žrnaks -«(2> 2) matengo z=rtztzoli“ (5) 
4. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije . 


zš=—yp—4 +29) +6 


Prvi korak. 


oz 8z 


ko —4 3 Greb+2 
Drugi korak. ki ' 
2x—4=0 —2y+2=0 
.X%=2 Nn=1 
Samo u točki T,(2, 1) može biti ekstrem. 
Treći korak. 
TR=2 37 s=0 3; kq=—2 
To=2 #0 slučaj I. prema (101). 
Toto —Sač= —4—0= —4<O0 slučaj I.b), 


Funkcija nema ekstrema. 


5. Pomoću ekstrema odredi koordinate središta i polumjer kugle 


by +22—6x +8) +102 +1=0 


Prvi korak. 
: az 2x—6 
Pima 70) ETE) 
' de 2y+ 8 


Drugi korak. 


2x —6 : : 
pres riagkk is skok di 


2+ _9 


ZK 3 2y+8=0 5; m=—đ4 


Treći korak. Otpada, jer znamo da kuglina ploha ima u istoj točki Tq(xo = 3, = —4) 
ravnine XY maksimum i minimum. 


Četvrti korak. Uvrštavamo kXo=31iy = —4 u zadanu jednadžbu kugline plohe, pa 
dobijemo Zake i Zmin : 


9+16+2—18—32 +102 +1 =0 
ili 22+102—24 = 0 


Za=z—5+V5+24!' 


ZA =Zme=—5t+7=+2 


. Z=2man z—s—7=—12 
K : ' 2—12 
Koordinate središta kugle S: xg=3 3 n=—4; »= 2 H nozi a. 
S(3, — 4, —5) 
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' 


— 12. 
Polumjer kugle: R = Sr ž 5 = 7 


Kontrola. 

Zadanu jednadžbu kugle prikažimo u obliku (61): / 
(x— 3% ++4DH(zH S) —1+9+ 16 +25 
(x—3)! +(9 +4) +(2 + 5)? =49 
S3,—4—5) : R=1 


6. Primjer iz analitičke geometrije u prostoru 
Odredi najkraću međusobnu udaljenost mimosmjernih pravaca 
PE 2 oi, HE 
hi Tro iN 2 
, x>21_y+25_2—1 
hiz TI 222 


ividi $3,3 i str 93). 
Prelazimo na parametarski oblik jednadžbi pravaca: 


M: Xx=t+5 Pat. x=2,+27 
y=—16t y=n—25 (s) 
z=2—d4 z=—2h +1 


Naš je zadatak, da odredimo one vrijednosti parametara £, i £,, koje odgovaraju najbližim 
točkama zadanih mimosmjernih pravaca. 


Znamo formulu (9) za kvadrat udaljenosti d dviju točaka u prostoru: 
d* — Ga — 0)! + (Xa— 91) + (a — 20) 
Uvrštenje jednadžbi (a) daie: | ' 
= (2t4,—t, + 22)! + (iz + 166, — 25)% Tr (— Zaoa 26, + 5) (b) 


Odredimo sađa one vrijednosti parametara: 7, i čg, za je“ je d, odnosno d? minimum, Pe- 
desnije je uzeti 2% mjesto d, zbog toga se točke ekstrema ne će promijeniti. 


Prvi korak. 


2 Xd —h +22) +326 + 16. — 29) — 42h — 24 + 5) 
: 

c) 
2 — 4Qta— ti + 22) +. Xa + 16ti — 25) — 4 — 2ta— 21) + 9) 

2 < 


Drugi korak. Izjednačivši s nulom vrijednosti mabivene za parcijalne derivacije i ure- 
divši tako dobivene izraze, dobijemo: 


29%, + 214— 48. = 0 
2+ t+bl=0 


aodatte je ti=2 i t=—5 
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Treći korak. Otpada, jer je maksimalna međusobna udaljenost mimosmjernih pravaca 
beskonačno velika i dobije szar,=e tovih=+t Šo, pa su = 21 £, = —5 one vrijedno-' 
sti parametara zadanih pravaca, koje odgovaraju najbližim točkama: tih pravaca. 


Četvrti korak. Uvrštenje 1, = 2 i 1» = —5 u (b) daje traženu najkraću. međusobnu 
udaljenost zadanih mimosmjernih pravaca: “ 


ad PTT (Fo 15 


Odredi ekstremne vrijednosti funkcija: 


1) z=—3xt—2y + 2x) + 10 [u (0,0) , Zgiaka > 10] 
Dze=d+xyt+ty+x—y +1 tu bd), zmia = 2) 

3) z=x5+3xy +9 ; [u (0,0) nema ekstrema, u (—1,—1) make = 1) 
4) z=(x+9t—(x+5y + x) [u 43) s čmn =>? 


Odredi najkraću međusobnu udaljenost mimosmjernih pravaca - 


3x +y— tau zo da ka ts), 
: (d 


10x +y +22 —19= 0 x—6y—3z=0 


d) Vezani ekstremi 


Dosada smo određivali ekstremne vrijed- 
nosti funkcije z = f(x, y) mijenjajući slobodno 
xiy jer su xiy bili nezavisni jedan od dru- 
goga; drugim riječima, mi smo se slobodno 
kretali po ravnini XY, tražeći točke, u kojim 
zadana funkcija z ima ekstreme. Međutim, 
ako se traže ekstremne vrijednosti funkcije . 
z = f(x y) uz uvjet, daje g(x, y) =0,t. lE 
ako je zadana funkcijska veza između nezavi- E 
snih promjenljivih x i y, imamo slučaj veza- ŠI. 83 
nih ekstrema. U tom slučaju tražimo eks- 
tremne vrijednosti funkcije z idući u ravnini X Y samo po krivulji, koja je zada- 
na uvjetom p(x, y) = 0. 

Da pokažemo razliku između slobodnog i vezanog Rai navedimo jedno- 
stavan primjer. , 

Slobodni ekstrem' funkcije 2 = + VR: —_x—y, pe predočuje gornju 
polovinu kugline plohe (vidi sl. 83), jest svakako 2,,,,, = 2(0, 0) =R i njemu od- 
govara najviša točka polukugle. Međutim, vezani ekstrem, na pr. po pravcu 
x =a, funkcija postizava u točki (a, 0) i taj iznosi + VR*—a*; njemu odgo- 
vara najviša točka polukružnice, u kojoj ravnina x = a siječe polukuglu. 

Pokažimo, kako se može određivanje vezanog ekstrema zadane funkcije svesti“ 
na određivanje slobodnog ekstrema druge pomoćne funkcije. 

Neka se traže ekstremne vrijednosti funkcije z =:f(x,y) uz uvjet o(x,y) =0 

Napisavši funkciju (x, y) = 0 u eksplicitnom obliku y = y(x) i uvrstivši 

=y(x) u g =J(x,y) dobijemo: 


= f[2, y(x)) 
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“ / PA 
Sada z deriviramo po x prema (87): 


dz_0f of dy 


dx 0x By (dx 
: Nm .... dz 
Znamo, da je u točki ekstrema derivacija ne 0. 


Imamo 


8f, df d4_o 


dx dy ode : (a) 


2 računamo iz: 0(x, y) = 0 prema (90): 


Uvrštenje u (a) daje: 


LJ na x. (b) 


1 x dy 


X je neka konstanta, koja se zove Lagrange-ev multiplikator, Iz (b) slijedi 


i 7 dx 
ći ; s (c) 
df 2? _ 
dru 


Iz tih jednadžbi i vezanog uvjeta (x, y) = 0 računamo one vrijednosti x, 
yi), samo za koje funkcija z = f(x, y) može imati vezane ekstreme. 
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Zadatak možemo pojednostaviti tako, da načinimo funkciju , 


F(x,9) =f(my) +X (xy) — (» 
pa umjesto da tražimo točke vezanih ekstrema zadane funkcije g = f(x, y), tra- 
Žimo točke slobodnih ekstrema te funkcije F(x, y), jer parcijalno derivirajući pre- 
ma (d) funkciju F(x,y) po x i po y i izjednačivši dobivene derivacije s nulom 
dobijemo jednadžbe (c). | 

Iz navedenog slijedi jednostavno pravilo: 

Da se odrede točke, koje bi mogle biti točkama vezanih ekstrema funkcije 
z = f(x, y) uz uvjet, da je g(x, y) =0, treba sastaviti pomoćnu funkciju F(x, y) 
pribrojivši zadanoj funkciji f(x, y) vezani uvjet e(x, y) pomnožen konstantnim 
koeficijentom 2: 


F(x.y)=f(x 9) +2: g(x) 


i izračunati nužne uvjete za slobodni ekstrem te pomoćne funkcije F(x, y): 


OF _0f + do _ 
rasa asks oku 
: (102) 
oF of de _ 
> ot 7 


Te dvije jednadžbe zajedno s vezanim uvjetom 


g(x 1) =0 


čine sustav od tri jednadžbe, iz kojih određujemo vrijednost A i koordinate x i y 
onih točaka, u kojima zadana funkcija g = f(x, y) može imati vezane ekstreme. 


Navedeni način određivanja točaka vezanih ekstrema zove se metoda La- 
grange-evih multiplikatora. Pitanje, ima li zadana funkcija u točkama određenim 
na-taj način ekstreme ili ih nema, rješavat ćemo po smislu svakog konkretnog 
zadatka. 

Metoda Lagrange-evih multiplikatora primijenjuje se i za funkciju bilo kojeg 
broja nezavisnih promjenljivih. 

Neka se traže vezani ekstremi funkcije u promjenljivih 


u=f(X)9 82...) 
uz m vezanih uvjeta, pri čemu jem <n: 


% (x, > Essl) 
P, (x > Bodinešt) 


Kod 


0 
0 
0,(X5 9 2>...31) = 0 
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Ponovivši istu diskusiju, dolazimo do općeg pravila. 


'Da se odrede točke, u kojima bi mogli postojati vezani ekstremi zadane funk- 
cije, treba sastaviti pomoćnu funkciju F(x, y, £,.....t), pribrojivši zadanoj funkciji 
vezane uvjete pomnožene s Lagrange-evim multiplikatorima : 


F(x,y, 2,....,1) =f(X 92...) +, (XY 2.0090) + 


(1024) 
HAL P,(X 9 2...90) F0 HA, (kV 2.0000) 


Izderiviravši funkciju F po svim n promjenljivima i izjednačivši dobivene deri- . 
vacije s nulom, dobit ćemo zajedno sa m vezanih uvjeta n -+ m jednadžbi, iz kojih 
Pe odrediti vrijednosti m multiplikatora Ap Ao+++Apy ion koordinata x, y, 

..,t točaka, u kojim: zadana funkcija može imati "ekstremne vrijednosti. 


"Primići; koji slijede, ilustriraju navedeno pravilo. 

Primjeri 

I. Odredi udaljenost točke T, (X,,Y,> Zi) Od ravnine Ax + By + Cz + D = 8. 
Označivši s T(x,y, z) bilo koju točku zadane ravnine, bit će prema (9) 


=(x—x)*+(9—y)+(z—2) (a) 
kvadrat međusobne udaljenosti točaka 7, i T. 


Naš je zadatak, da odredimo one vrijednosti koordinata x, y 1 £, za koje ić đ, odnosno 4%" 
minimum i to uz, uvjet, da je 


ĐAx+By+Cz+D=0 


jer točka (x,y, z) leži u zadanoj žavninu, pa njene koordinate moraju jednadžbu ravnine zado- 
voljavati. 


Prema (102) načinimo pomoćnu funkciju: 
Kxyz)=(x—x)?*+(y—y)?+(z—zt +a.(Ax +By + Cz + D 
Računamo parcijalne derivacije funkcije F i izjednačimo ih s nulom: 


oF 
dz. 2x — 2) + A =0 


E Xy—9)+ BA = 0 

dy 

Foxe — 2) 4+ O =0 

0z 
Uz zadani uvjet 3 

Ax+By+Cz +D =0 


dobili smo četiri jednadžbe, iz kojih odredimo 2 1 vrijednosti koordinata x, y i pu 
Iz prvih triju jednadžbi slijedi: ; 


1 
x=3(2n—AN 
»=30—B) : 
= laz (0:9) 
= i—> 
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Uvrštenje u četvrtu jednadžbu daje . 


A B C : 
TQan— A+ F2n—B)+ n—+D=0 


Odatle računama 2. Dobijemo: 


_ 1(An + By, + C2, + D 


ž A+B+C 


Uvrštenje u jednadžbe (b) daje 


A(Ax, + By, + Cz2, + D) 


zA A+B+C 
B(Ax + By + Cz, + D) 

ia AM+B+C 
C(Ax, +H By, + Cž, + D) 

Z=Z2A> rr > 


A+B+C 
Uvrstimo li te vrijednosti za x, y i z u (a), dobit ćemo 


(Axy + By,.+ Cz, + D)? 


n— 

ika A+B+C 
a odatle je a 

d= Ax+8By,+€Cz + D 


VAFBTIC 
Da je'vrijednost dobivena za d traženi vezani minimum, slijedi iz toga, što naša funkcija 
nema drugih ekstrema. Uostalom, dobiveno rješenje je poznata nam formula (48a) za udaljenosi 


točke od ravnine. f 


2. Od sviju trokuta zadanog opsega 2s odredi onaj, kon ima najveću površinu.! 
Znamo Heronovu formulu za površinu P trokuta 


P= Vs(s—x)(S— (s — 2) 
P= ss —xlis—yGs— 2) 


gdje su x, y 1 z stranice trokuta, a * je _ poluopseg trokuta 


Tražimo, dakle, one vrijednosti stranica trokuta, za koje'je P. odnosno P* maksimum, uz 
uvjet da je 
x+y+z2—2U5=0 


Načinimo funkciju f:\ 


F=ss—nis—yis— 2) +a(x+y+2—2) 
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Računamo parcijalne derivacije funkcije F i izjednačimo ih s.nulom: 


AF 

sra =—ss—y)is—2) +120 

sd Šid tE ix Rješenja tog sustava jednadžbi daju one 
: vrijednosti x, y, z i A, samo za koje je > 

aF ina P Pl 

Di Brane i pe površina P trokuta najveća. 

dr ss —x)(s—y) +1=0 


K+y+z2—25 =0 


Pomnožimo li prve tri jednadžbe redom s(s — x),(s—y)i(s—z) dobit ćemo | 


NGG—xzs(s—x)(S—y)G—2) 
NoGsoy)ms(s x) —y)Gs—2) : 


h-(s—z)=ss—x)(s —y)(s—2ž) 


a odatle je 


ili 


Iz smisla samog zadatka slijedi, da smo time dobili tražene vrijednosti stranica trokuta, 
2. j. od svih trokuta zadanog opsega najveću površinu ima istostranični trokut. 


\ 
| / 25 /. 8 s 
P, = —_ 3% = = 
maks s(s 3 ) 5 33 3 V3 


g Ma 


x Prmaks = Kr 


ili 


3. U trokutu, u kojem su zadane sve tri stranice 
a, bi c, odredi položaj točke T' tako, da umnožak uda- : si 
ljenosti te točke od stranica trokuta bude što veći. 


a 
84 


Iz slike 84 vidimo, da se traže one vrijednosti x, yi z,za koje je u=x-y+z = maksimum 


Treba još sastaviti uvjet, koji veže tražene udaljenosti x, y i:z. Površina trokuta, kako :se 
vidi iz slike, iznosi : ' 


EE (a) 
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P je poznata veličina, jer iz zadanih stranica trokuta možemo površinu trokuta izračunati pa 
Heronovoj formuli , i 


PONE ZOrEDtEY 
gdje je 2s =a + b + c = opseg trokuta. : 
“Prema tome jednakost (a) daje traženi uvjet veze između promjenljivih: 

ax +by+cz2—2P=0 
Prema (102), sastavimo pomoćnu funkciju: | 


i F=axyz + 4(ax + by + cz —2P) 


Deriviramo i izjednačimo derivacije s nulom: 
+ 


g 
a yz+aXx=0 
ox 
2F zazibi=0 ' Odatle računamo vrijednosti A1 x ),82, 
dy : za koje naša funkcija u = xyz može iman 
aF' ekstrem. 
--=xg+ci=0 ž 
dz _ 


Gvjet veze: ax + by + cz = 2P 


Pomnožimo li prve tri jednadžbe redom s x, y i z, dobit ćemo: 


xyz + ax =0 , 
xyz + by =0 
xyz + oz = 0 

Odatle: > axx = bly = (Az = — xyz 


iti š ax = by = cz 


Uvrštenje u uvjet ax + by +tcz =2P 
daje Zax = 2P 
a odatle je E 2P 
3a 
Na isti način dobijemo 
BE, e GER 
* 7 38? “ 3e 


Iz smisla zadatka slijedi, da za dobivene vrijednosti x, y i z ima “funkcija u = xyz ma. 
ksimum, 
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:4. Neka smo pomoću reodolita izmjerili uz najveću pažnju -istom točnošću sva tri kuta 
jednog trokuta, za koje smo dobili vrijednosti a, B i .y. Uslijed neizbježivih pogrešaka mjerenja 


zbroj kutova je različit od 180%, r. j. 


a+B+yr—180 = v 


ta) 


Pita se, kako ćemo podijeliti dobivenu nesuglasicu tu na izmjerene kutove, da vrijednosti 
kutova najbolje odgovaraju rezultatima mjerenja i da zbroj kutova u trokutu iznosi 180“? 

Problem riješimo u smislu teorije najmanjih kvadrata (vidi Dio I, & 15), koja kaže, da su 
najbolje vrijednosti mjerenih veličina one, za koje je suma kvadrata pogrešaka minimum, 

Označivši, dakle, s x, y 1 z te najbolje vrijednosti kutova, izračunajmo sumu kvadrata 


pogrešaka, odnosno popravaka v. Ta se suma označuje u geodeziji s (ve). 


VW= xa 
n=y—B 
W=z2—Y 


Kvadniranje 1 zbrajanje daje. 


[vo] = v7 +0? + ot = (x—a)* +(9— PB +(Z—v)* 


tb) 


Tražimo, dakle, one vrijednosti x, y i z kutova trokuta, za koje je [vv] = mun, a osim toga 


mora biti x + y + z = 180". 
Da sastavimo uvjet, koji veže pogreške v,, Va i #3, računamo iz (b): 


a=x—wy 


B=y—u 
Y=*#s= 


Uvrštenje u (a) daje 
a (x—v) +(9—v09) +(z— 0) — 180 = o 
3: x+y+2)—(0 tu +v)—180 = u 
a kako je x + y'+ z = 180", dobijemo 
v+vw+v+w=0 
Tražimo dakle de funkcije [vo] = v,* + Va" + va? uz uvjet: 
VU +V+dt+vo=0 
Sastavimo pomoćnu funkciju F 


F=v?+v2+v.+ A +5(V, + U, + U, + 16) 


Računamo: : 
aF 
—_ = ih= 
Ni Iv + 0 
IF : 
Emi = vt+a=0 : 
bik 


Pedbbk20 
D 
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t) 


Odatle 


u-u=-u=—+ (d) 


Uvrštenje u (c) daje: 


pa iz (d) dobijemo: 


2] 
W=vu=Ww=——= 
3 


Kako funkcija [vv] nema drugih ekstrema, bit će [vv] = min za te vrijednosti pogrešaka v. 


Premr,(b) imamo konačno: 


o 
n+vuv=r—3 


a 


Nesuglasicu ww treba podjednako podijeliti na sva tri izmjerena kuta trokuta! 


Na isti način vrši se izjednačenje mjerenih veličina, koje su vezane s više uvjeta. Na pr. 
ako imamo # mjerenih veličina i »: uvjetnih jednadžbi, koje vežu pogreške v s nesuglasicama w, 
pri čemu je m < n, tada pomoćna funkcija F ima prema (102a) oblik: 


F =? + u, H+ + 097 + A + (Prva mjene jednadžba) + M (druga uvjetna jednadž- 
ba) +... + Am(m-ta uvjetna jednadžba). 


Parcijalno derivirajući F po V, . Va... Uri izjednačujući te derivacije s nulom. dobijemo 
zajedno sa zm uvjetnih nine sustav od (m +Fn) jednadžbi, iz kojih računamo 2;,25 2 ++ 2m 
i tražene pogreške U), U», ..> Un 


Primijetimo,“da se u dačunti izjednačenja najprije određuju pomoću normalnih jednadžbi 
Lagrange-evf multiplikakatori 2, koji nose.ime korelata, a zatim se određuju popravci v,, Va, 
o Un 


16. Geometrijske primjene parcijalnih derivacija , 


Govoreći o singularnim rješenjima «diferencijalnih jednadžbi. (vidi. Dio II. 
Š 10. 2.e), spomenuli smo, da ta singularna rješenja predočuju geometrijski ovojnice 
(anvelope) familije krivulja, zadanih općim rješenjem | diferencijalne jednadžbe, ili 
geometrijska mjesta singularnih točaka tih integralnih' krivulja. Sada imamo pri- 
liku, da nešto opširnije promotrimo. singularne, t. j. osobite ili neobične -točke 
ravnih krivulja, i da kažemo nekolko riječi o ovojnicama. 
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€ 


a) Singularne točke ravnih krivulja 


Neka je jednadžba ravne krivulje zadana u implicitnom obliku 
F(x,y) =0 


Prema (90) izračunajmo gradijent tangente na tu krivulju u nekoj «točki 
T(x, y) krivulje: 


IF 


ida H 

,_d _ dx I 
uu ds Nako 
dy 


Uz pretpostavku, da je u diralištu T tangente barem jedna od parcijalnih deri- 


vacijaŠ= i ba različita od nule, bit će točka T obična točka zadane ' krivulje 
F(x,y) =0. Međutim, ako su u nekoj točki T, (x y,) krivulje obje derivacije 
IF oF 


rek =0i BO = 0, tada dobivamo za gradijent tangente u toj točki T., neodređenu 
njEAne: 
: E : 0 
g %, = Y, = — KE 


Smjer tangente na krivulju u točki T, ostaje, dakle, neodređen, pa se takva 
točka krivulje zove singularna. 


Iz navedenog slijedi, da svaki par rješenja (x,, y,/) sustava jednadžbi 


(103) 


daje koordinate singularnih točaka krivulje F(x, y) =0, naravno uz uvjet, da ta 
krivulja ima singularne točke, jer je samo u tom slučaju iga =y,= riki Osim : 
Toga treba uzeti u obzir, da koordinate x, i y, singularne točke moraju zadovoljavati 


jednadžbu krivulje F(x, ») = 0, jer singularna točka leži na toj krivulji. 
Razlikujemo tri osnovna oblika singularnih točaka ravnih krivulja: 


1) Dvostruka točka, u kojoj krivulja ima dvije različite . tangente 1, i t, 
(sl. 85). 


2) Šiljak prve i druge vrste, u kojem krivulja ima jednu: (dvostruku) tan- 
gentu t, = r, (sl. 85b i ec). 


3) Izolirana točka, u kojoj krivulja nema tangente (sl. 85d). 
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Da odredimo: oblik singularne točke T (x, y,/> u kojoj su obje parcijalne 
derivacije 2 i 5 zadane krivulje F(x, y) = 0 jednake nuli, računamo za tu 
x )y ' 
točku diferencijalni izraz: 


FI) = _ (,čE \ 


==) bre =) =ni—s 
Ero Oy" Ox dy đ o“o 9 
Pad 
Bi 
T T t=t, s 
a b Co od 
Sl. 85 


koji nam je služio kao dovoljni uvjet za ekstrem funkcije z = f(x, y). Do tog 
izraza dolazimo tako, da razvijemo zadanu funkciju F(x, y)=0 po Taylor-ovoj 
formuli u okolišu singularne točke T,(x,, y,) pa zanemarivši članove viših re- 
dova, dobijemo kvadratnu jednadžbu u y'. Rješimo li tu kvadratnu jednadžbu, 
dobit ćemo za y' izraz, koji ima za diskriminantu 


a kri torsj2) 


t. j. gore navedeni diferencijalni izraz s negativnim predznakom. Iz toga slijedi: | 
Ako je u singularnoj točki T,(x,, 9,4 krivulje F(x, y) = 0 


Tlo 5 <0 (104a) 


krivulja ima u točki T, dvostruku točku, jer je u tom slučaju diskriminanta 

— (rt, — 52) > 0, pa za gradijent tangente dobijemo dvije realne različite vri- 

jednosti, t. j. krivulja ima u singularnoj točki dvije različite tangente (sl. 853). 
Znamo, da za r,,—>ss < 0 funkcija z = f(x, y) nema ekstrema, a točka 

plohe je hiperbolna (tangentna ravnina dira plohu i siječe je). ; 
Ako je 


tt — 5 =0 (104b) 


krivulja ima u točki T4 šiljak, jek je u tom slučaju diskriminanta jednaka nuli, 
pa se za y' dobije samo jedna vrijednost. Krivulja ima u singularnoj točki jednu 
(dvostruku) tangentu (sl. 85b i c). 


Znamo, da je r,t, — s, = 0 neodlučan slučaj pri određivanju ekstrema funk- 
cije #8 = f(x, y) i da je točka pldhe parabolna (tangentna ravnina dira plohu u 
pravcu ili krivulji). 


Konačno, ako je 


Vala — 5 > 0 (104c, 
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singularna točka T,(X, y,/ je izolirana točka; jer je u tom slučaju diskri- 
m:nanta — (1,6, —57) < 0 pa se za y' dobiju konjugirano kompleksne vrijed- 
nosti. Krivulja nema u točki T, tangente (sl. 85d). 

Znamo, da za r,t, —5," >0 funkcija z = f(x, y) ima ekstrem, a točka plohe 
je eliptička (tangentna ravnina dira plohu u jednoj točki). 

Nastaje pitanje, zašto postoji veza između singularnih.točaka ravnih krivulja 
F(x, y) = 0 i oblika plohe z = f(x, y). Odgovor je jasan svakome; tko*se sjeti 
onoga, što smo prije rekli o prostornom značenju ravnih krivulja. Svaku* ravnu 
krivulju u ravnini XY možemo smatrati kao prijesjek plohe z = f(x, y) i ravnine 
XY, kojoj je jednadžba z = 0, odnosno kao projekćija na ravninu XY krivulje, 
u kojoj ravnina z = c, koja je paralelna s ravninom .X Y, siječe zadanu plohu. 

Tako, na pr., siječemo li kuglinu plohu x* +) + 2" = r* ravninom XY 
(z = 0), dobijemo kružnicu 2% + y* = r* sa središtem u ishodištu, dok ravnina 

= r, koja je paralelna s ravninom XY a udaljena od nje za r, dira kuglu u naj- 
višoj točki plohe (u maksimumu). Projekcija te točke pada u ishodište, i daje izo- 
liranu točku O(0/ 0).: Stvarno, uvrštenje z = r u jednadžbu kugle daje 


*?*+y.=0 


aodatlejex =0iy = 0, jer je samo zax = 0i y = 0 zbroj kvadrata jednak nuli, 
Primjeri ' 
1. Odredi singularne točke krivulje 


y=xx—1) 
Napisavši jednadžbu zadane krivulje u obliku 
Rx )=y—xx—D = 


računamo prema (103): 


dF- 
dx or 2#—D—a— DA 
. ili 
BF 
Za > Dix + (x — DI 
ili 
AF 
: BF 
dok 'je a pai (b) 
Odatle: 
x —>NDG3x—1) = 0 
a je X =1i Lida 
paj no 1 xa= 3 
pa je yu=0 
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ZaXo=1liy, =0, a također za x, = = i y» = 0 poništavaju se istodobno obje parcijalne 
derivacije zadane funkcije F. : 
Medutim, koordinate točke. (x, = 1,-y, = 0) zadovoljavaju jednadžbu zadane krivulje 


yo x(x — 1), jer uvrštenje daje 
0=0 


dok druga točka (x, = raži 0) ne pripada krivulji, jer njene koordinate ne zadovoljavaju 


jednadžbu krivulje. Prema tome zadana krivulja ima samo singularnu. točku T4 (1,0) na osi X. 
Da odredimo oblik te singularne točke računamo 
Tata — Sa? 
sa toj točki 74(1,0). 


Prema (a) i (b) imamo: 


BF 
pako (G= dratasšn ; n=—2 
dx? B 
BF 
5 rank 3 s=0 
AF 
Mira Ž dg2 
SI. 86 
Nnlo—Sč=—2:2—0=—4<0 


Prema (1042) zaključujemo, da je singularna točka T4 (1,0) dvostruka točka (vidi sl. 86). 
2. Odredi singularne točke eločotna parabole 
y'=» 
Računamo prema (103): 
Fey)=y—x=0 


Sustav jednadžbi 


— 3x2 =0 X=0 koordinate singularne točke 
daje. T,, jer zadovoljavaju i jed- 
2y =0 »=0 nadžbu zadane krivulje. 


Tolo —Si=0-2—0=0 
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i Prema (104b) zaključujemo, da krivulja ima u ishodištu šiljak i to prve vrste, jer iz jednadžbe 

polukubne Parabo y= + Vaz? slijedi, da je krivulja simetrična na os X (vidi sl. 87). ; 

3. Odredi singularne Točke krivulje. 
y=a—1) 


Prema (103): 


Faw=—se+x=0 


aF Š 2 a BE _ 
koj rasa Soo 
Iz —3x* + 2x = 0, odnosno — x(3x—2) = 0 


iiz 2y =0 slijedi: 


xx =.0 = 


e u|+ 


SI. 87 


N=0 = 


Krivulja ima jednu singularnu točku T, (0, 0) u ishodištu, jer koordinate druge točke (z D o) 


ne zadovoljavaju jednadžbu zadane krivulje: 


y 


r=—6x+2 5 n=2 nh—ste2.2—0=4>0 
s=0 ; &%=0 ' 3 
t=2 "1 =2 


Prema (104c) slijedi, da krivulja ima u T4(0,0) izoliranu 
točku (vidi si. 88). 


Odredi singularne točke krivulja i nariši njihove slike: 
1.9? =(x—1)(x—2)(x—3) [nema singularnih točaka) 


29 =(x—Da—?)? (dvostruka točka (2, 0)] 

3. yo =(x—1)?(x—3) [izolirana točka (1, 0)] 

4) —2x)? = [šiljak (0, 0)] | SI. 88 
5.) = 6x— 25 [šiljak (0, 0)] 


b) Ovojnica (anvelopa) familije ravnih krivulja 


Znamo; da jednadžba F(x, y, a) = 0, odnosno y = f(x, a), koja, kako vi- 
dimo, sadrži osim promjenljivih x i:y još i parametar a, koji može primiti različite 
numeričke vrijednosti, predočuje geometrijski familiju krivulja, koja ovisi o 'jed- 
nom parametru «a. 

Tako na pr. jednadžba | 


(x—af +y=R 


predočuje familija kružnica čvrstog polumjera R sa središtima na osi .X, pri čemu 
sve te kružnice: diraju pravce'y = +R iy= —R. Kako ta dva pravca, y=+R 
omotavaju kružnice familije; nazvali smo ih“ ovojem“ ili anvelopom te familije 
(vid: Dio IL sl. 97). : 
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Isto tako je parabola y = —5 ovojnica familije pravaca zadanih jećnadžbom 


a 2 
=a +5) jer tangira u svakoj svojoj. točki onaj pravac familije, koji prolazi 
tom dili (vidi Dio II. sl. 98). 


Iz navedenog jasno slijedi, da se pod ovojnicom zadane familije krivulja, koja 
ovisi o jednom parametru a, razumije općenito krivulja, koja u svakoj svojoj točki 
dira jednu krivulju familije pa ima s njome zajedničku tangertu.. 

Uzevši u obzir, da svaka točka ovojnice leži na jednoj od krivulja familije i 
ima u toj tečki zajedničku tangentu s dotičnom krivuljom familije, može:uo lako 
doći do jednadžbe ovojnice zadane familije krivulja F(x, y,.4) == 0. 

U tu svrhu treba 


i. parcijalno, derivirati po parametru x zadanu jednadžbu familije krivulja 
F(x,y>) =0, smatrajući, da su sve ostale promjenljive konstantne veličine, 


2. ukloniti iz tako" dobivene jednadžbe. i zadane jednadžbe familije, t. j. 
jednadžbi 


BF(x,.y, a) 


da rk 


' (105) 
F(xy.%) =0 


parametar a, pa se dobije jednadžba f(x, y) =.0 tražene ovojnice. 
Izračunamo li iz tih jednadžbi x i y kao funkcije parametra a: 


x =x(a) 
y=y(a) 
dobit ćemo jednadžbu ovojnice u parametarskom obliku. 
Primjeri 
Odredi jednadžbe ovojnica: 
1. Familije kružnica pd 
' &—a)+y=R 
Deriviramo li prema (105) zadanu jednadžbu po parametru a, dobijemo 


—Ux— = 0 
a odatle je x—a=0 
Uvrštenje u zadanu jednadžbu familije kružnica daje traženu jednadžbu ovojnice 
y? — R? 
ili 
y==R 
2. Familije pravaca 


ry=ax 3 
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Deriviramo parcijalno po a prema (105): - 


x+a=0 
a odatle je : d 
«= —x 
Uvrštenje u zadanu jednadžbu familije 
daje : 
x? 
mene | že 
y x+ 5 
ili 3 
x 
pm KI jednadžba ovojnice (parabole). 


3. Familije parabola 
a A 
y=e%x—sadt+a). 


Iz zadane jednadžbe vidimo, da sve parabole familije prolaze kroz ishodište koordinatno:;x 
sustava i da su osi parabola okomite: na os X (vidi sl. 89).. 


Da odredimo geometrijsko značenje parametra a, derivirajmo po x zadanu jednadžbu: 


dy _ l+e 
rrsbsErratkc 
a u ishodištu O (0,0): 
(2), = « = gradijent tangente na bilo koju parabolu famitije u ishodištu! 


. Da odredimo jednadžbu“ ovojnice zadane familije parabola, derivirajmo parcijalno po | %& 
jednadžbu te familije: 


x? “ 
y=e—3>U +e) (a) 
Dobijemo: 
3 o skom 
MA Ze o 
Odatle tačunamo e: ' 
oka ć 
a.=— 
x 


Uvrštenje u (a) daje traženu jednadžbu ovojnice: 


"-—ž(64 


gad Eo e. 

E E 

ih DI 
iu - 
7% 
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To je opet parabola, kojoj je vrh na osi Y u točki (o, £). a presjeci s osi X jesu 
1 
A(—,0 i B(c,0) (sl 89) . 


4. Odrezak AB duljine c nekog pravca p pomiče se tako, da točka A ostaje uiijek naosi X, 
a točka B na osi Y. Odredi ovojnicu te familije pravaca. Bh 


Prema slici 90 jednadžba pravca AB glasi 


i 


x y_ 
+7! 


ili, ako uvedemo parametar x i uzmemo. u obzir, daj ic 
tada prema slici 


a=c.cosa i b=€c-.sna 
dobit ćemo ž 
ž > =1/.c 
€ * Cos x C.+sma 
E ej E Jena (a) 
cos a sna 
! Si. go 
jednadžbu familije zadanih pravaca. ' 
Prema (105) derivirajmo tu jednadžbu satefala poe: 
x sina 4 e 29 (by 


cos" a : sint" 


Da dobijemo jednadžbu tražene ovojnice u parametarskom obliku, riješimo po .x i y sustav, 
što ga čine jednadžbe (a) i (b). > 
Dobijemo : : 
X == Costa ' 


: (c) 
x=csma 


a to je astroida u parametarskom obliku. 
Da dobijemo jednadžbu astroide u običnom obliku, uklonimo parametar a iz jednadžbi (c). 


U tu svrhu dignemo obje jednadžbe (€) na potenciju Te Dobijemo: 


(vidi sl. 90). : 


Odredi ovojnice i nariši njihove slike: 


2 ,' 
1. familije kružnica x? +(y —0%)' = S = ix] 


2. familije pravaca xcosa + ysna—4 = 0 [x*-+ 7 16] 


14. B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio ITI. ' 209 « 


3. familje elipsa stalnog zbroja 5 poluosi 


+ SŽS =1 pasa st is astroida] . 

Jednadžbe (105) za određivanje ovojnice zadane familije krivulja Ffx,y, a) = 0 
postavili smo uz pretpostavku, da krivulje te familije imaju ovojnice. Međutim, 
ta prerpostavka nije uvijek opravdana. Ima familija krivulja, koje nemaju ovojnice. 
Kao primjer navedimo familiju koncentričnih kružnica sa zajedničkim središtem 
u ishodištu koordinatnog sustava 


+y-e e 


gdje je parametar a polumjer kružnica. 
Deriviramo li tu jednadžbu parcijalno po a, dobijemo 


B 0 = 2x 
ili 
Š «=0 
pa uvrštenje u (a) daje R ' 
2 + yi =0 


Realna rješenja te jednadžbe jesu x =01iy = 0,a to su koordinate ishodište, . 
Nismo dobili ovojnice, jer je nema, već samo zajedničko središte svih kružnica 
. familije 


Pokažimo sada, da će jednadžbe (105) zadovoljavati i koordinate singularnih 
točaka zadane familije. krivulja ili, drugim riječima: jednadžbe (105) daju geo- 
metrijska mjesta singularnih točaka zadane familije krivulja F(x, y, a) = 0, na- 
ravno, ako te krivulje imaju singularne točke. 


Da to pokažemo, pretpostavimo, da zadana familija krivulja F(x, y, a) = 
ima singularne točke, čije je geometrijsko mjesto krivulja &. Budući da točke te 
krivulje leže na krivuljama zadane familije, vrijednosti koordinata x i y krivulje & 
moraju zadovoljavati za neke vrijednosti parametra a jednadžbu F(x,y, a) = 0 
zadane familije. Iz toga slijedi, da su koordinate x i y točaka krivulje & neke posve 
određene funkcije parametra. «, t. j. : 


x=x(4) i y=ya) 
Uvrštenje u F(x,y, a) = 0 daje 
Flx(2), v(a), «] = 0 : 
Derivirajmo F.po a po pravilu za deriviranje složenih funkcija: 


BF dx AF d AF 
aa o eje | (e 
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Kako je prema (103) u singularnoj točki krivulje Š=0 i nE 0, u jednadžbi“: 
(a). ostaje Z : 
F 
m 
a to je prva jednadžba sustava (105). 
Prema tome iste jednadžbe (105), ponosu kojih smo određivali ovojnice, 


AF(x, ye%) _0o 
da 
F(x,y %) =0 

daju također geometrijsko mjesto singularnih točaka familije krivulja F(x,y,a) = 0. 

Iz navedenog slijedi, da jednadžbe (105) određuju ovojnicu, ako ona postoji, 
ili geometrijsko mjesto singularnih točaka krivulje, ako krivulje familije imaju 
singularne točke, ili ne određuju ni jedno ni drugo, ako zadana familija krivulja 
nema ovojnice, a krivulje familije nemaju singularnih točaka. 

Na pr. jednadžbe (105) daju za familiju polukubnih parabola 

x“ —fv—aj' =0 


geometrijsko mjesto šiljaka (vidi primjer 2. na str. 205) i to os Y, jer je 


oF 
preku. dak Bf ' 


ili y—a = 0 


a uvrštenje u jednadžbu familije daje 


ili x=0...... os Y 


(vidi sl. 91). 


Odredi za vježbu geometrijsko mjesto singularnih točaka 
familije krivulja y* —(x — x)% = 0. [šiljci prve vrstć, v = 0]. Sl. g1 
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$ 5. VIŠESTRUKI ODREĐENI INTEGRALI I NJIHOVA PRIMJENA 
1. Dvostruki integrali 
a) Pojam, geometrijsko značenje i računanje 
Definirajući obični određeni integral, istakli smo u prvom redu njegovo geo-: 
metrijsko značenje, pa smo rekli, da taj integral predočuje geometrijski površinu 


S omeđenu lukom krivulje y = f(x), odreskom osi X od x =a do x =8 i ordi- 
natama krivulje povučenim u tim krajnim t a intervala: 


S= f' f(x)dx 


(Vidi sl. 92 i Dio IL. $ 6). 


Si. 93 


Slično tome predočuje geometrijski dvostruki integral funkcije z=f(x; 9) 
obujam V tijela, koje je omeđeno zadanom .plohom S jednadžbe z = f(x, y), 
ortogonalnom projekcijom o te plohe na ravninu XY i valjkastom plohom oko- 
mitom na ravnini XY, kojom se kontura k zadane plohe S projicira na ravninu 
XY (vidi sl. 93). 

Dok su graniče integracije jednostrukog određenog integrala linearne (od 
x =a do x =b), kod dvostrukog integrala područje integracije. je dvodimenzio- 
nalno — dio o ravnine XY, a omeđeno je krivuljom &' (vidi sl. 93). 

Prema tome pišemo: 


Volumen V = IJ 4 y)dx dy | AID 


t. j. volumen V tijela ispod plohe S, koja ima jednadžbt z = f(x, y), jednak je 
dvostrukom integralu funkcije s = ue y) uzetom po dvodimenzionalnom po- 
dručju o ravnine XY. 

Nastaje pitanje, kako ćemo izračunati tai dvostruki integral, t. j. kako ćemo 
odrediti obujam V toga tijela? 

Opet ćemo postupati kao u slučaju jednostrukog integrala: računajući povr- 
šinu S ispod tuka krivulje y = f(x) (vidi'sl. 92), uzeli smo neki x po volji, njemu 
smo dali beskonačno mali prirast dx pa nacrtavši ordinate krivulje, dobili smo . 
element dS = f(x)dx tražene površine S. Integrirajući od x = a do x = b, dobili: 


smo traženu površinu S. j 
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Kako je u našem sadašnjem slučaju područje integracije dvodimenzionalno, 
uzet ćemo po volji ne samo x, već i y, pa ćemo njima dati priraste dx i dy, koje 
ćemo smatrati, da su beskonačno mali. Zamislimo li sada, da tim točkama prolaze 
ravnine, koje su paralelne s ravninama YZ i _XZ, isjeći će te ravnine iz tjela, čiji 
volumen tražimo, jedan prizmatički stupić, kojemu je površina osnovke 


dog = dx dy 


"Taj stupić predočuje element zada- 
nog tijela, a kako smo uzeli da su dx i 
dy beskonačno male veličine, možemo ga 
smatrati da je prizma, kojoj je visina 
'aplikata f(x, y) zadane plohe S u točki 
T(x, y), pa volumen dV toga elementa 
možemo lako izračunati kao umnožak 
površine baze i visine: 


dV — f(x, y) do = f(x, 9) + dx dy 


(vidi sl. 94). 


Sadi ćemo sumirati te stupiće, da dobijemo isprva volumen sloja debljine dx 
zadanog tijela, a zatim, sumirajući slojeve, i traženi volumen čitava tijela. Kako je 
područje integracije g dvodimenzionalno, moramo to sumiranje provesti u dva 
smjera: , \ : 

prvo u smjeru osi Y, a zatim u smjeru osi .X, ili obratno: 

. prvo u smjeru-osi X, a zatim u smjeru osi Y. 


Uzet ćemo-najprije prvi način. U tu svrhu pretpostavimo, da je prije po volji 
užeti x neka konstanta x = k i izračunajmo volumen sloja tijela debljine dx (vidi 
sl. 94). Da odredimo volumen toga sloja, moramo integrirati po y, idući od točke 
E stražnjeg dijela krivulje &', koja omeđuje područje a, do točke F njena prednjeg 
dijela. Zato treba znati jednadžbu krivulje &', za koju pretpostavljamo, da pravci 
paralelni s osi Y sijeku tu krivulju najviše u dvjema točkama. Neka je y = y(x) 
ta jednadžba. ., : 

Povučemo tangente, koje su paralelne s osi Y na tu međašnu krivulju X'. Te 
- tangente sijeku os .X u točkama x =4i x =b, a diraju krivulju &' u točkama A i B 
Ta dirališta A i B dijele međašnu krivulju k', kojoj je jednadžba » = y(x), u dva 
dijela: stražnji AEB i prednji AFB. Neka je y,(x) jednadžba dijela AEB, a y,(x) 
jednadžba dijela AFB. Traženi volumen sloja dobijemo sumirajući stupiće i to 
idući od E do F, t. j. integrirajući po y od y,(x) do y,(x): 

E7162) 
volumen sloja debljine dx: J f(x, y)dy 
fx) : 

Sada kad smo volumen sloja izračunali, sumirat ćemo slojeve idući u smjeru 

osi: X od dirališta A do dirališta B, t. j. integrirat ćemo po x izraz dobiven zd vo- 


lumen sloja i to, kako. se jasno vidi iz slike 94, od x = a do x = b, pa tako dobi- 
jemo traženi volumen tijela V: X 
U 
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ala) 
vo J ] f(x, y)de dy = / dx [ f(x y)dy (o (1068) ' 
fx) 


Kako smo već spomenuli, do istog rezultata dolazimo, ako sloj traženog .volu- 
mena uzmemo u smjeru osi X i izračunavši volumen toga sloja debljine dy, sumi- 
'ramo slojeve idući po osi Yody =cdoy = d vidi sl. 94). U tom slučaju integri- 
ramo najprije po x smatrajući da je y neka konstanra i idući od x,(y) do x, (9) 
gdje su x,(y) i x,(y) jednadžbe lijevog i desnog dijela međašne krivulje k',a zatim 
integriramo po y idući od y = € do y = d. Na taj način dobijemo: 


4 


= U | f(x, y)dxdy = je dy [ Six, y)dx * (106) 


c EZ) 


: U tom slučaju pretpostavljam, da pravci paralelni + s osi X sijeku konturu &' 
područja “integracije g najviše u dvije točke. 


Kako se vidi, računanje dvostrukog integrala svodi se .na računanje dvaju 
jednostrukih određenih invegrala. 

Iz toga slijedi, da sva svojstva jednostrukog određenog integrala (vidi Dio II. 
$ 6) možemo prenijeti na dvostruki integral: 

1) konstanta, koja množi podintegralnu funkciju, stavi se uvijek ispred znaka 
dvostrukog integrala; 

2) dvostruki integral konačnog zbroja funkcija jednak je zbroju dvostrukih 
integrala tih funkcija. 

3) Rezultat dvostrukog integriranja daje algebarsku sumu volumena, jer vo- 
lumen tijela, koji leži ispod ravnine X Y, ulazi u rezultat integriranja s predznakom 
minus. 

Prema tome, hoćemo li da dobijemo pravi volumen tijela, odnosno apsolutnu 
vrijednost dvostrukog integrala funkcije g = f(x, y), koja mijenja predznak u 
. području integracije o, treba posebno izračunati dvostruki integral, koji daje vo- 
lumen onog dijela tijela, koji se nalazi iznad ravnine XY, a posebno inregral za 
onaj dio volumena tijela, koji leži 'ispod ravnine XY. Zbroj apsolutnih Vrijednosni 
tih integrala dat će traženi pravi volumen tijela. petne je dakle: : 


V = [[ ftx9)de dy 
o 
4) Područje integracije s možemo razdijeliti 


u konačan broj dijelova g,, 5)...» G,» pa dvo- 
struki integral računati u obliku - 


[ [102 9) ds dy =[[ fo y)dxdy + 


+11 3(2 9) dxdy +. +] [f(3,9)dedy Sl. 95 


To svojstvo dvostrukog integrala ima veliko praktičko značenje u slučaju, 
kada pravci paralelni s koordinatnim osima X i Y sijeku krivulju X', koja ome- 
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duje područje integracije 5, više nego u dvije točke. U tom slučaju treba područje 
dntegracije a razdijeliti u dijelove tako, da ti pravci sijeku konturu. svakog poje- 
dinog dijela područja majviše.u dvije točke. Na slici 95 područje integracije o 
podijeljeno je na taj način u tri dijela g,, g, io, 


Pri računanju dvostrukih integrala moramo držati na pameti: 


1) Računajući volumen sloja zadanog tijela, t. j. drugog integrala u formuli 
(106a), smatramo da je x konstanta, pa granice integracije y,(x/ i 9, (x) uvršta- 
vamo samo u y, dok pri upotrebi formule (106b) smatramo da je y konstanta, 
pa granice integracije x,(y).i x,(y) uvrštavamo samo u x. Nakon uvrštenja 
granica pretvara se podintegralna funkcija f(x, y) u funkciju od samoga x, odnosno 
od samoga y, pa se iza toga lako računa prvi integral. 


2) Da su granice prvog integrala uvijek konstantne, dok._su granice drugog 
integrala obično funkcije od x, odnosno od y. 


3) Da težina računanja dvostrukih integrala leži za svakoga tko zna izračunati 
obične jednostruke' integrale jedino u određivanju granica integracije, pa odre- 
đivanju tih granica moramo posvetiti osobitu pažnju pri rješavanju bilo kojeg' 
zadatka: pomoću dvostrukih integrala. 


4) Da pri izboru redoslijeda integriranja, t. j. formule (106a), odnosno formule 
(106b), treba uzeti u obzir funkciju, koja se dobije nakon prvog integriranja, a 
također oblik konture k' područja integracije. Uvijek ćemo izabrati onaj redo- 

' slijed integriranja, odnosno onu od formula (106), koja nakon prvog integriranja 
i uvrštenja granica daje funkciju, koju možemo lakše ponovno integrirati.'U drugu 
ruku podesnim izborom redoslijeda integriranja možemo kadšto dva dvostruka 
integrala svesti na jedan. 


Navedeno ilustrirat ćemo s više primjera, ali prije moramo učiniti još jednu 
važnu primjedbu. 

Slično, kako smo u Dijelu II. Replitenja najprije izveli geometrijsko značenje 
običnog određenog integrala, a tek zatim naveli mnogobrojne primjene tog inte- 
grala, tako smo i sada dali samo geometrijsko značenje dvostrukog integrala sma- 
trajući ga kao volumen tijela. Kasnije ćemo vidjeti [vidi 5. ovog $] mnogobrojnu. 
primjenu dvostrukih integrala: pomoću tih integrala rješavaju se raznovrsni pro- 
blemi, koji traže integriranje funkcije dviju nezavisnih promjenljivih po nekom 
području koordinatne ravnine ili zadane plohe. 


Primjeri 


1. Odredi volumen tijela omeđenog plohom: 


* Prva jednadžba predočuje, kako: znamo, jednadžbu ravnine zadane u segmentnom obliku, 
dok ostale tri jednadžbe određuju prvi oktant pravokutnog koordinatnog sustava. 


Traži se, dakle, volumen piramide, prikazan na sl. 96, odnosno volamen tijela, koje je ome- 
đeno zadanom ravninom i trima koordinatnim, ravninama. > 


Svaki srednjoškolac lako će nam izračunati taj volumen 
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Ipak ćemo rješiti ta) zadatak pomoću dvostrukog integrala, da još jednom uočimo strukruru 
Tog integrala. 

Kako vidimo iz slike 96, u zadanom je primjeru područje integracije ' pravokutni trokut 
AOB s katetama a i b, pa prikazavši jednadžbu. zadane ravnine u eksplicitnom obliku 


9-3) 


pišemo prema (106), postavivši konstantu e ispred 
znaka dvostrukog integrala, da je volumen 


(< [[(-ž-Klao > 


AAOB 


Sada prema (i06a) rastavimo taj dvostruki integral u 
dva jednostruka: 


LSI. 96 | ' dia -2- Ja 


1 pređimo na određivanje granica integracije. 

. Najprije odredimo granice drugog integrala, .koji, kako znamo, daje volumen sloja debljine 
dx, a dobije se integracijom po y. U mu svrhu uzmemo neki konstantni x, njemu dodamo prirast 
dx i konstruiramo sloj zadanog tijela" povukavši ravnine paralelne s ravninom Y2Z (vidi sl. 96). 
Iz slike jasno vidimo, da je donja granica drugog integrala y = 0, jer polazimo od osi X idući j 
u smjeru osi _Y, dok je gornja granica krajnja točka: D ordinate y pravca AB. Potrebna nam je: 
dakle jednadžba pravca AB, da izrazimo s x tu ordinatu y. Taj pravac siječe na osima s iY 
segmente a i b, pa njegova jednadžba glasi: 


Odatle 


To je gornja granica drugog integrala, pa imamo 


"(i—5) ' 
“< fa | rike i 


Sada sumiramo slojeve tijela, t. j. integriramo po x. Iz slike se Jano vidi, da se kod toga x, 
mijenja od 0 do a. 


Imamo dakle 


Prelazimo na integriranje. Uvijek se najprije računa drugi integral Kako je pri računanju tog 
integrala x konstanta, pišemo ga u obliku s 


216 


M-Đo 
fa| [t-2)-3>]e 


i integriramo član po član postavivši konstante ispred znaka integrala, a prvi integral kod toga 
uvijek prepisujemo: . , B 


2-2) #0-Đ) 
"-e [elt-2)_ + ŽE 


pa je 
zi 


Sada uvrštavamo granice integracije, mu samo u y, jer je x konstanta: 


v- fabl-2)-3 »(1-2)-o] 


Odatle px mu. 


t-gp-pekeo. 


Q 


a ž 
be x x 
v- 2 f(1-25+2 dx 
0 
Odanle 
be | 2 a2 1 2? be- a a 
Veze tae iz zl s) 
Konačno 
abc 2 
KE 


Riješi za vježbu isti zadatak po formuli (106b), t. j. uzevši sloj volumena u smjeru osi X. 
i nariši pripadnu sliku. Integral će sada Bl 


[[[-i-Bleo-<fof u-ž- Zja 


Naravno treba dobiti isti rezultat. 
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2. Izračunaj obujam kugle polumjera R (sl. 97). 


i Budući da j je. kugla sim&trična obzirom na sve tri 
koordinatne ravnine, računat ćemo volumen oktanta ku- 


PRA 
ge, t. i H> radi vježbanja integrirat ćemo prvo 


po x, a zatim po y [formula (106b)]. 


.Napisavši jednadžbu kugline plohe (sfere) u eks- 
plicitnom obliku 


ZG) = +vR'—s—g" 


računamo prema (106b) volumen oktanta kugle. 


' s-[[ Roxy dx dy = 


Sl. 97 > 
o fa [VE=s=rE 


Uočivši, da je područje integracije kvadrant. kruga polumjera R, prelazimo na određivanje 
granica integracije. U tu svrhu uzmemo neki konstantni y»(y = k) i narišimo sloj kugle debljine 
dy. Iz slike 97 vidimo, da su granice drugog integraax = 0ix = VR* —y*, gdje je x = VR* —_ 
apscisa ktužnice k', koja omeđuje područje integracije g. Sumirajući slojeve, idemo uzduž osi Y 
i to, kako se vidi iz slike, od y = 0 do y = R. To su granice prvog integrala. Imamo dakke: 


R VReExt > 
.y : 
£- [o | zega w 
0 0 


Budući da računanje drugog integrala traži više vremena i mjesta, riješimo: ga posebne kao ne- 
edređeni .integral. 


# 
= [V=s=y dx 
Uzevši u obzir da je y konstantan, stavimo 


Rio gt = ki 
> odnosno k=VR' —y' (b) 
pa dobijemo: ' 


k 1= [Ve=sa \ 


"To je poznati nam predtip C (vidi Dio II. str. 85, zadatak 2.) 
'Dobijemo: ' 2 
= ki T x Ca a $ 
I=raresn+ ki — x 


iki uzevši u obzir (b) 


Bb; NE. x 
3 arc sin veziva 


sy 


a uvrštenje u (a) daje 
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R—ji 


Plani &rc kid KR m 


x 
+>VR =y oz 
I : y 
Uvrštavamo granice ifitegracije i to samo u x, jer-je y konstanta. 
Dobijamo: ' 
R 


a m Rog 
TE 5 Š aresinl + = VR'—y—R +] 
o, A A 


0 


Uvrštenje: donje granice daje 0, jer je arcsin0 = 0. Uzevši u obzir, da je arc sin 1 nE, 


2 
dobijemo: 
m R 
LZ RiAegA 
g 4 (R ) dy 
"Odatle : 
Ko R\: 2 
V m y m x u 
—_=-— *,——> = — 2 s_d=—=. —R = —R? 
g ra 5 | šlR 5) go gase 
ili 
V= —R?r 


Riješi isti zadatak još jednom po formuli (106a), t. je uz uzevši sloj kugle u smjeru osi Y,i 
nariši pripadnu sliku. Integral će glasiti 


R VRt—x" 
s- fa] R—Eiy o 
: 0 o 


Iz navedenih primjera već vidimo, da za određivanje granica dvostrukih inte- 
grala, a to je gotovo jedina teškoća pri njihovom. rješavanju, ne igra obično uloge 
oblik plohe z = f(x, y), koja omeđuje zadano“ 
tijelo. Iz toga se razloga. ta ploha obično ne 
crta, što praktički i nije uvijek;moguće, već se - 
crta samo područje integracije. 


Navedimo. nekoliko primjera: 


1. Odredi obujam tijela, koje je omeđeno s 


ž=x 
x=2 ; x =10 
y=l3y9=7 

z=0 SI. 98 


To znači, da se traži obujam tijela, koje je gore omeđeno sedlastom plohom z = xy, dolje ravni- 
nom XY (z = 0), a sa strana ravninama x = 2i x = 10, koje su paralelne s ravninom YZ,i 
ravninama y=l1liy=7, koje su paralelne g ravninom XZ. Crtamo samo područje integra- 
cije 4 koje je pravokutnik sa stranicama paralelnim s osima..X i Y (sl. 98), i uzevši neki s po 
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volji rišemo projekciju sloja debljine dx. 12 slike se jasno vidi, da će pri računanju volumena sloja, 
tj. pri integriranju: po J, biti granice integracije 1 i 7, a pri sumiranju slojeva, t. j. integriranju 
PO A, granice su Ži 


* 


Imamo dakle prema (106a): 


i0 7 
V— [] sdxdy = [ sax fy dy 
S 2 Di 


Kako je x konstanta, mogli smo ga staviti pri računanju drugog integrala ispred znaka tog, 
integrala, jer u našem slučaju x nije vezan zbrajanjem ili oduzimanjem s y. 


Računamo: a 


o 4 10 


7 ) 

y? ] x2 

x 15 -rjxaeW—0-u 5 |=12000—4) = 12. 9% = 1152 
1 2 . < 


V = 1162 


Jasno je, da bismo mogli istodobne računati oba integrala, jer u drugi integral ne ulazi y: 


7 
2 | 2 a 000—4)(49— = 12. 96 = 1152 
1 


Kako je područje integracije GS pravokutnik sa stranicama paralelnim s osima X i Y, imali 
smo najjednostavniji slučaj dvostrukog integrala, jer u tom slučaju ima i drugi integral kon- 
stantne granice. Riješi isti primjer po formuli (1066) uz sliku područja integracije i prčjekrije 
sloja. 


2. Izračunaj volumen tijela omeđena s - 


Napisavši jednadžbu zadane plohe u obliku 
z—l=(x—1) +0 — Do 
vidimo, da je to tijelo omeđeno odozgo plohom rotacionog: paraboloida s vrhom u točki va, 1, 2) 
(vidi Dio Il. $ 7, 7), ravninama x=21i i=2 koje su paralelne s koordinatnim ravninarna vz 


odnosno X Y, i trima koorđinatnim ravninama. Slika 99a prikazuje oblik tog tijela. Iz te slike 
vidimo, da je područje integracije kvadrat stranice 2. 


Rišemo posebno to područje (sl. 99b), pa uzevši projekciju sloja tijela, na pr, u smjeru osi 
X, računamo prema (1066): . 


v i (x +yt—2x—2y + 4) dx dy = 


2 1 
= f[ofaet+y—u — 2y + 4) dx 
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SI. 99 


Vidimo, da opet imamo konačne granice. integracije i u drugom integralu 


. Integriramo “pame 
teći, đa je pri računanju drugog integrala y = konstanta:- f 


2 ,/! 


2 
V - fa Es +yx—x—2yx + 4x 
3 : 


\ I dao 
3 : 
-[(G+2'-4-6+3)6 = 
: ; 
2 
- [(ot—ay+5)o- 
: : 
' ž 
20 
= Eg 2 Podoal m 
Ez 2y" + 3 
DJ 
16 40 2 
=at 10 5 
2 \ 
V=107 
3. Izračunaj volumeni tijela omeđena plohama 
z=4—x— yi 
x= +1 3 x=i—l1 3; y»= +1 zo y=—1 3; z=0 


Zadano tijelo predočuje uspravan paralelopiped, kojemu je osnovka kvadvrat stranice 2 u ravnini 


XY. Taj paralelopiped presječen je odozgo Parovi nastalom rotacijom parabole s=4-z 
-oko osi Z (sl. 1002). . 


' 
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' 


Narisavši područje integracije a (sl. 1006) računamo na pr: prema (1068) 


ve fja-sopase 

' * k g 
+ + * na +1 : A +1 
sja aroma kia o— y _% la 


4. Odredi obujam tijela omeđena s 


z=12 +y—x 


Sl. 101 


x=y 3 y=s i z=$ 


Riješivši zajedno jednadžbe x = y3 i y = x? i odredivši na taj način sjecišta 0 (0,0) i A(1,1)%x 
tih krivulja, narišimo područje integracije a i projekoju sloja traženog Volumen fsl. M1), pa 
računamo prema (106b): ž 

LT : 5 ; X 
v f[fa2+y— a6 -f[ofaz+y—»)d = 
Koj : ' 0 y : 
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Lj , 2 
- [dona y EE 
0 y? 

! 


1 
- fazVy+ »V->Vs"— 1292 — 9+ zd za 
0 ova : : : 


' 1 

1 569 

18v +2Vs —&i F—ay—ž+zvl-de 
0 


Riješi isti primjer po formuli ( 1064). 
U dosada navedenim primjerima bilo je sasvim svejedno, da li prvo integn- 
ramo po y, a zatim po x, ili prvo po +, a zatim po y, t. j. rabimo li formulu (106a) 
ili ( 106b). U primjeru, koji slijedi, Ihoramo se svakako odlučiti za drugi redosli- 
jed integriranja, jer prvi način vodi do težih dnegnoja: 


Primjer 


Izračunaj volumen tijela, koje je omeđeno s 


: x 
Zaubii tijelo omeđeno je ravninom x + 2y — z = 0, koja prolazi ishodištem 0, valjkastom' 
plohom okomitom na ravninu X Y, koja siječe ravninu XY u paraboli y? = x + 4, i ravninom 
x = 5, koja je paralelna s ravninom' YZ. : 


Rišemo naravno samo područje integracije g. 


Usporedivši jednadžbu zadane parabole s općom jednadžborh parabole, kojoj je os para 
lelna s osi X, a koordinate vrha su (m, ») 4 


(y— m = 2p(x— m) 


opažamo, da zadana parabola ima vrh u točki 
(—4,0), pa uzevši u obzir, da parabola ima za 
x=0y= tlazax=5 y= +3,rišemo 
područje integracije a (sl. 102). 

Da smo prvo integrirali po y, a zatim po 
x, 1. j. da smo uzeli sloj «traženog volumena u ' 
smjeru osi Y, imao bi drugi integra] granice _ 


y=—VWF6. i y=+Vx+4 see SI. 102 B 


pa bismo. imali integrirati iracionalnu funkciju pri računanju prvog iriregrala, Stoga odabiremo 
drugi redoslijed integriranja i uzevši neki y = konslanja, rišemo projekciju sloja paralelnu s. 
osi AX (sl. 102). 


jednadžba zadane pnpoe u inverznom obliku s 


X 


“=y—4 


\ 
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pa, kako se vidi iz slike, granice drugog integrala su 


od | r=yt—4 do 


a te su racionalne. 


slike. 


x=5 


Sumirajući slojeve idemo u smjeru osi Yitoody=—3doy = +3, kako se to vidi,Iz 


imamo dakle prema (1060), uzevši u obzir da jef(x,y) = z=x'+2y: 


V- [fe+2ay-fafarza 
*o '— ta : 


+3 5 


Integrirajmo, pamteći da je pri računanju drugog integrala y = konstanta. 


+3 
paf 1 

[a (2 +25 +2y :5— [50-49 + 
—_3 


+3 
+20—0]-/(5+ 109 — Tv+49—8—29+8)4 = 
\ 
a 2.9 Ja 9 
= [[22y—2ys E = |E LN Pia Sp k2y e 
fl To 2 + 4) + 18y + z)ay Ti dis bd +9%+5 
_3 
243 81 27 243 81 27 
== 21%65+8+ 2-10 t>r36>84+ 7504 


V = 50,4 


Pokažimo sada na primjeru, koji slijedi, da pri izboru redoslijeda integri- 
ranja moramo. uzeti u obzir i oblik konture &' područja integracije. 


SI. 103 


. Primjer 
x 3 
Izračunaj [[6-3-z9aa 
o 


ako je područje integracije a zadano slikom 103. 


Uzmemo .li sloj traženog volumena _ u 
smjeru osi Y, t j. primijenimo li formulu 
(106a), imat ćemo računati dva dvostruka in- 
tegrala: po pravokutniku OACD i po trokutu 
ABC. Da svedemo zadatak na računanje jednog 
dvostrukog integrala, uzet ćemo sloj u smjeru 
osi X, 1.“). radit ćemo po formuli (1066). 


Najprije napišimo jednadžbu pravca BC, kao pravca koji prol4zi točkom B(10, 0), a ima 
: 3 


| eon i 
gradijent a=iga=t4g(180—a)=—iga=—z=— idi sl. 103)... 


O 
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Prema y—y, = a(x — x,) imamo 


1 
»=—7e—10 


»=—3+5 ' 
jednadžbe pravca BC 
x=—2y +10 S 
Očito je, da jednadžbu pravca BC. možemo također napisati kao jednadžbu pravca kroz 
«dvije točke 8(10,0) i C(4, 3). 


Računajući volumen sloja integrirat ćemo po x idući od osi Y (x = 0) do pravca BC(x == 
= —2y + 10), a sumirajući slojeve, t, j. integrirajući po » iči ćemo od y = 0 doy = 3, kako 
se to jasno vidi iz slike 103. 


Računamo: 


—2y+10 


Poso dy = [o JE je ge 


arta 3 


-/o (9— +>»)- 52 | IJE Uši zo 


0 


sloja )lje-+/1(—>+ 5)(e-v+>—jje-2/1(—>+ 


3 d 3 
+ 5)(r—2>)|2 * = [ (o =ih)a 35) dy = Ere 35y|= 
DJ A u 
-3(1s— 2 na 105) = 208 153 + 210) -2- 28 


Za vježbu i da uočiš razliku u množini računskog rada, riješi taj dvostruki integral nanovo 
po formuli (106a). Vidi također primjer 1. naveden dalje u točki 5.a) ovog paragrafa. 


Izračunaj volumen i nariši slike zadanih: tjelesa, a posebno i područja integracije, ako su 
tjelesa omeđena s 


rs 


1. g+ +<I=! S «a=1); x=— ; 9=2 ) 1=—2 37 z=0. 


IV = 8 = volumen uspravne četverostrane prizme, kojoj je osnovka pravokutnik, pre- 
ssječene zadanom ravninom]. 


2 z=5 
\N 


x=2 ; x=10 ; g=1.; 91m1 ; z=0 [V = 240] 
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X v=x 3; x*= 3 y=0 ; z=u : [V. = 432] 
4 ž+y+z—3=0 . 
p=4—2x ; x=0 ; z=0.- sja [v-12] 
: 15 
Primjedba 


Računanje volumena zadanog tijela. vršit ćemo pomoću dvostrukog jesi 
no u tom slučaju, ako se taj volumen ne da izračunati jednostrukim integralom, 
jer je“mnogo jednostavnije izračunati jednostruki nego dvostruki integral. Tako 
ćemo, obujam rotacionog tijela računati uvijek prema poznatoj nam formuli (91) 


iz II. dijela Repetitorija: 
& 
V = = f [1] dx < 


, 


Isto tako ćemo računati.pomoću jednostrukog integrala volumen tijela, čiju 
površinu S poprečnog presjeka možemo prikazati kao funkciju od x, odnosno y 
ito prema formuli (89) iz II. dijela Repetitorija: 


V — [ Sts)ae 


U. tom dijelu na str. 208 izračunat je na 

taj način obujam troosnog elipsoida. Izračunaj 

. ga sada pomoću dvostrukog integrala, da uočiš 

golemu .razliku u množini računskog rada u 
jednom i drugom slučaju. 


Navedimo još jedan sličan primjer. 
Primjer! 


Odredi volumen eliptičkog paraboloiđa: 


xi 1.35 
Ka +.y 2z 


Sl. 104 između ravnina z=0iz=5. 
Slika 104 prikazuje tijelo, čiji volumen, tražimo, 
Jasno je, da'i taj volumen možemo izračunati pomoću dvostrukog integrala, na'pr.' oduzevši 
od obujma eliptičkog valjka s osnovkom B i visinom 5 volumen tijela, koje je omeđeno tim 
valjkom i zadanim eliptičkim paraboloidom, ili, jednostavnije, "prenijevši ravninu X Y paralelnim 
pomakom uzduž osi Z za 5 prema gore. 
Mnogo jednostavnije. riješit ćemo taj zadatak po formuli (89). U tu svrhu presijeći | ćemo 
Hgpuši puraboloid nekom ravninom z = za paralelnom s ravninom XY. 
Uvrštenje. z = zg u jednadžbu parabotbida “daje 


xa 
7519 = 224 |::224 


226 * 


Kako vidimo, presjek je elipsa s poluosima a= Viša, i b= V2z;, pa prema pornatoj 
formuli za površinu elipse S == ab m imamo: 
= Više, *V2zo. m 
ili uredivši i uzevši Z = z dobijemo 
S(2) = 6 rz 
Primjena formule (89) daje neposredno traženi volumen: 
5 5 
V = 6n [ zde — s=|2 |-3n.25- 175m 
0 0 
V=75rm 


Ako je područje integracije o krug ili elipsa, vrši se radi jednostavnijeg integri 
ranja prijelaz na nove promjenljive [vidi dalje točku: 3. ovog paragrafa]. 


b) Srednja vrijednost dvostrukog integrala 
Govoreći o srednjoj vrijednosti jednostrukog određenog integrala (vidi Dio II. 
8 6, 2), rekli smo, da se određivanje te srednje vrijednosti svodi na pretvaranje 
b 


površine S omeđene krivuljom f(x), t. j. S = j /(x)dx, u pravokutnik, kojemu 


a 
je visina y, ta srednja vrijednost: integrala, a osnovka duljina intervala integracije 
(b—a), U j. X 


ftx)ax 
x =" 


b—a 


Posve slično definiramo srednju vrijednost dvostrukog integrala. Ulogu povr- 
šine S igra sada volumen V = 7 ik f(x, y)dxdy, a ulogu y, igra 8, = f(omn), 


g e 
t. j. aplikata zadane plohe z = f(x; y) u nekoj »srednjoj« točki (gm) područja g. 
Drugim riječima, pretvaramo zadano tijelo volumena V = E jA f(x, y)dxdy u 


s 


valjak istog volumena V, kojemu je baza područje integracije o, a visina sredni: 
vrijednost dvostrukog integtala z, = f (e, 1): - 
V= [[f(esyddy=a:a=a flo 1) 


Odatle“ 


[ [f(x y)dx dy mu 
A E E ui dk ' (10) 


'Srednja vrijednost dvostrukog integre!n je omjer vrijednosti 
tog integrala i površine područja integrsci:e. 
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Ta srednja vrijednost određenog integrala uzima se kao srednja vrijednost 
podintegralne funkcije f(x, y) u području a. 


. Primjer \ 


Odredi srednju vrijednost funkcije s = 2x +y 
u rrokuru omeđenom koordinatnim osima i pravcem 
x+y=23 


Napisavši područje integracije a (8l. 105) i uzevši 
. 9 


u obzir da je o = 2-5 računamo prema (107) 
i (106a): 
[[(2x + 3)dx dy 
g 
*=———s—- 
2 
2 3 B—x 
SI. 105 ss Jovi ja 


Sje 3 i 

Lie s dla-x|= 

2 +5|-5/e[26 2+ x» ] 
0 0 an 


2 3 
ENE 
e 


3 3 
3 [1-96+3—9la= 3 [0-4249 - 
o 9 


Vidi dalje točku 3. ovog S-a. 


2. Trostruki integrali 


Pokažimo, da površinu ravna lika možemo također izračunati pomoću dvo- 
strukog integrala. : 

Odredimo na taj način na pr. površinu S lika, koji je omeđen prvim lukom 
sinusoide i osi .X (sl. 106). : 

Uzmemo za x i y vrijednosti po volji; 
kojim dademo priraste dx i dy. Tada je prema 
slici: : 4 gasinx 


površina: elementa lika dS = dx dy. (dy --z& ce 
siu 


Da dobijemo površinu S čitava lika, mora- ra 
zno integrirati u smjer osi X i osi Y, t. j. izra- 
čunati dvostruki integral j Si, 106 
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s= [faxa 
Ss 


pri čemu je područje integracije o tražena površina S lika. Prostorno možemo naš 
probiem shvatiti tako, da računamo volumen cilindričkog tijela, kojemu je osnovka 


površina S zadanog ravnog lika, a visina 1, t.j. V= S = f J 1 .+dx dy. 
Dalje postupamo prema formuli (106) ili (106): 
sin x T 


s- fa] EJ dx BE [nr 


Dobili smo obični jednostruki integral: 


7 


s= |—cosa 


=—cosn+cos0=1+1=2 


"Slično tome možemo volumen ispod zadane plohe z = f(x, y) izračunati i 
pomoću trostrukog integrala. 

Uzevši x, y i z po volji, davši im priraste dx, dy i da i povukavši ravnine para- 
lelne s koordinatnim ravninama, dobijemo volumen dV elementa tijela, pri čemu je, 
kako se to jasno vidi iz slike 107, 

dV =dx.dy. ds (108) 


Da dobijemo volumen čitava tijela, moramo integrirati u smjeru osiju X, Y 
i Z, t. j. trostruko integrirati, pa je 


Vojna 


pri čemu integriramo po volumenu V tijela, čiji obujam tražimo. Područje integra- 
cije je dakle trodimenzionalno, : 
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Drlje postupamo na slični način, kao pri računanju dvostrukog integrala, toj. 
rastavimo trostruki integral u tri jednostruka: 


V = [dx [dy [ da 


i prelazimo na odredivanje granica integriranja. Pri računanju trećeg integrala 
smatramo da je x = k, = konstanta i y = A, = konstanta, pa taj integral _predo- 
čuje volumen stupića tijela s osnovkom dx. dy (vidi sl. 107). Jasno je, da su gra- 
nice integracije £g =0 iz = f(x 9). Da dobijemo volumen sloja debljine dx za- 
danog tijela, moramo sumirati te stupiče. U tu svrhu računamo drugi integral, 
čije su granice y = y,(x) 4y =:y,(x), kako se to jasno vidi iz slike. Konačno pre- 
lazimo na sumiranje slojeva tijela računajući prvi integral od x =a do x =. 
Tako dobijemo volumen V čitava tijela: 


E7620) 1(x,9) 


v- [[faoa-]f a [od 2 (109) 


ya) 0 


pri čemu možemo mijenjati aii integriranja kao i pri računanju dvostrukih 
integrala. 

Jasno je, da nema smisla računati volumen tijela pomoću trostrukog integrala, 
jer nakon izračunavanja trećeg integrala po formuli im automatski dobijemo 
dvostruki integral. 

Napisavši formulu (109) u obliku 


KP “dx dy da 


vidimo,.da pri računanju volumena. cijela iak integralom zapravo integri- 
Tamo po volumenu V zadanog tijela funkciju 1: Međutim, trostruki integrali imaju 
veliko. praktičko značenje, ako podintegralna funkcija nije 1, već funkcija triju 
nezavisnih promjenljivih u = f(x, y, 2), pa je moramo integrirati po trodimenzio- 
nalnom području = volumena V, u kojem je ta funkcija definirana [vidi dalje 
točku 5.) ovog paragrafa]. Prema tome trostruki integral funkcije u = f(x, y, z) 
uzet u konačnom trodimenzionalnom području zv volumena PV ima općenito oblik: 


[[f10%,)aa0de— fas fo [Foy (to 


a vx) 21(%,9) 


Tu je g = 2(x,y) jednadžba plohe S, koja omeđuje zadano prostorno područje 
integracije s» volumena V, pri čemu pretpostavljamo, da kojigod pravac, koji je 
paralelan s bilo kojom koordinatnom osi, presjeca tu plohu S samo u dvije točke, 

Iz navedenog slijedi način računanja Krestinkog integrala po prostornom 
području w volumena .V. 

Najprije se funkcija f(x,9,2) integrira po jednoj promjenljivoj, na pr. 2, u gra- 
nicama njene: promjene. «uz konstantne, ali po volji odabrane vrijednosti dviju dru- 
gih promjenljivih (x iy), zatim se rezultat prvog integriranja integrira 'po rav= 
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nom počreč,.: : koje je projekcija na koordinatnu ravninu funkcije tih dviju pro» 

mjenljvih;:i to po drugoj promjenljivoj (y) u granicama njene promjene: uz konis 

stantnu, ali po volji uzetu vrijednost treće promjenljive (x), konačno se rezultat 

tog integriranja integrira po toj trećoj promjenljivoj (x) u granicama njene najveće 
sromjene u navedenom ravnom. području (projekciji). 

U posebnom. slučaju, kad je podru- 
čje integracije w pravokutan paralelopi- 
ped, kojemu su bridovi paralelni s koordi- 
natnim ravninama, tada su granice svih 
triju integrala konstantne i ne mijenjaju 
se pri promjeni redoslijeda integriranja. 

Na pr. prema slici 108 imamo: 


[[[f(e9 zjdx dy dz =. 
v 


1% 


— [dx [ ay [5 (uy2) dz 


b 


Promatrajući određene integrale u njihovoj cjelokupnosti, opažamo potpunv 
analogiju u konstrukciji jednostrukih, dvostrukih i trostrukih integrala. Pri integri- 
ranju funkcije jedne promjenljive svi elementi, koje, sumiramo, leže uzduž jednog 
pravca (osi X), pa integrirajući po tom pravcu dobijemo obični jednostruki integral; 
koji se iz toga razloga zove također pravocrtni..Pri integriranju funkcije dviju 
promjenljivih, koja je definirana u nekom dijelu koordinatne ravnihe, na pr. raw; 
nine XY, elementi, koje sumiramo, raspoloženi su uzduž tog dvođimenzionalnog 
područja a ravnine X Y, pa integrirajući po tam području dolazimo do dvostrukih 
integrala, koji se iz toga razloga zovu također ravninski. Konačno, funkcija triju 
promjenljivih definirana je u trodimenzionalnom području w pa se elementi; koje 
sumiramo, nalaze u tom prostornom području zv volumena V, pa integrirajući po | 
tom volumenu dobijemo trostruki integral, koji se iz toga razloga zove također 
prostorni integral. 

Jasno je, da funkcije četirju promjenljivih v= fi (X, 9 Z, u), koje su definirane 
u četverodimenzionalnom području, traže primjenu četverostrukih integrala, koji 
nisu rijetki na pr. u teoretskoj fizici, i.t.-d. Zasada navedimo samo primjere za 
računanje obujma zadanog tijela trostrukim integralom. Kasnije u točki 5.) ovog 
$-a osvrnut ćemo se potanko na opću primjenu tih integrala. 


Primjer 


Izračunaj obujam tijela omeđena s 


šlx 


+2=-1 
LA 


az=a ; y=b ; x=0 ; y=0 3 z=0 
*Prema slici 109 i formuli (109): ' 


V- [ [add — 
2 V 1 


SI. 109 
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n(I—> b 


A ;. sl-šha 
[ dx f dy f dz = [a [0 
o 9 2% 2 o a 
a b a b 
[a fon(1—Z2)-n f(1-Z2)a f0- 
o o o . o 


=). 


i 


z 


o 


lt 


a a 
DJ 
-nfh—Z)a yli=bn go - Zltam—a') 
2m 2m 
o o o 
Ve Nona 
2m 


Riješi pomoću trostrukih integrala primjere navedene pod 1. a) ovog &.) 


Dalnje primjene trostrukih integrala vidi u točki 5. OVOg $-a. 


3. Zamjena promjenljivih u dvostrukim integralima — - 


Rekli smo već, da su radi pojednostavljenja integriranja, a u prvom redu, 
da se izbjegne integriranje iracionalnih funkcija, vrši zamjena promjenljivih pri 
računanju višestrukih integrala! Najčešće prelazimo pri računanju dvostrukih 

“integrala na polarne kčordinate e i p i na eliptičke koordinate. 


Iz toga razloga promotrimo detaljnije ta 
dva slučaja, a opći slučaj zamjene promjenlji- 
vih obrazložimo ukratko. 


a) Polarne koordinate 
Neka se traži 


[ [f(x s)dxdy 


6 š 
gdje je f(x, y) neprekinuta funkcija u podru- 
čju integracije g. Zamijenimo pravokutne ko- 
ordinate x.i y polarnima 9 i p: 


x = pose (a) 
y=psno 
pa je f(x, y) = f(p cos 9, p sine) = F(Q, p) 


Područje integracije o, za koje pretpostavimo, da radijvektori sijeku konturu 
k' toga područja najviše u dvije. točke, rastavimo u elemente narisavši koordinatne 
linije, t. j. koncentrične kružnice g = konstanta i poluzrake iz pola g == konstanta. 

Uzmemo li tako po volji neki e i neki p pa im dademo priraste do i dp, za koje 
smatramo da su beskonačno mali, dobit ćemo element KLMN područja 's, koji 
možemo uzeti da je pravokutnik s osnovkom. KN = pode i visinom KL = 
= NM = &o (sl. 110). 
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Prema tome je o kar 
da = dx dy = pđo * dp (110) 


površina elementa područja. 
Budući da u drugu ruku dvostruki integral, koji promatramo, glasi 


) / f(x, y)dx dy, dobijemo uzevši u obzir formule prijelaza (a) i formulu (1 10): 
s g Di 


[ [ f(x. vjdxdy = [ [flocos9, e pn pjedo do = 
7 2 a1) 


ff F(P,'p) p de do 


NJ 


Pomoću te formule vršimo transformaciju dvostrukog integrala od pravo- . 
kutnih koordinata na polarne. Istom formulom se služimo, ako je -podintegralna 
funkcija zadana u polarnim koordinatama F(09, g). Iz te formule vidimo, da se ta 
transformacija vrši tako, da se u integrandu zamijene xiy sapcosgipsno a 
mjesto dx dy uzme odp do. 

Računanje dvostrukih integrala u polarnim koordinatama vrši se na slični 
način kao i računanje tih integrala u pravokutnim koordinatama: dvostruki integral 
se rastavlja u dva jednostruka, pri čemu mogu biti dva slučaja: 


1) Pol O leži izvan područja integracije g. 
Rastavivši dvostruki integral u dva jednostruka 


f de | flo c0s 9, p sin o)edo (a) 


računamo najprije sloj traženog volumena, uzevši u tu svrhu neki konstantni 
g =k& po volji i davši mu prirast do (slika 111). 

Dirališta A i B tangenata povučenih iz pola O na konturu &' područja dijeli 
tu krivulju u dva dijela: donji jednadžbe p,(p) i gornji jednadžbe p,(?), pa računa- 


jući volumen sloja zadanog tijela idemo po radijvektoru p od točke C do točke D, 
pa su granice drugog integrala u (a): donja 9,(e), a gornja 0,(p). Iza toga sumi- 
ramo slojeve integrirajući po g i to od # = o, do g = o, kako se to jasno vidi 
iz slike III. , 
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Imamo. dakle: 


v- [19 yh dx dy = JJJe cos &, g sin go dode = 


9 pe) (111a) 
; =f de J fr cos 9" p- sin 9) odg 
ti PP) 


KI 


Jasno je, da možemo i u ovom slučaju promijeniti redoslijed integriranja, 

2) Pol O leži unutar područja integracije. 

Iz slike 112 jasno se.vidi, da integrirajući najprije po p, a zatim po e dobi- 
jemo: 


2q o) 


Ve / e IE p sin 9) odo (1116) 


gdje je e = p(P) jednadžba koarijsć k' u polamim koordinatama. 
U posebnom slučaju, kad je područje integracije s krug polumjera R sa sre- 
dištem u polu, imamo 


2m R 
v=/f do / Te cos &, g stn edo —— (11lo) 


Ako područje integracije 6 ne odgovara uvjetu, da radijvektori povučeni iz 
pola sijeku konturu X' područja s najviše u dvije točke, treba područje g rastaviti 
u dijelove tako, da se taj uvjet zadovolji. 


Spomenimo još, da za f(p cos &, p sine) =1 dobijemo površinu S područja 
integracije g, jer u tom«slučaju formula (1116) prima oblik 


27 po 


[defi edo = fav 


ili uzevši da su granice integracije €, i (p,,» dobit ćemo poznatu nam formulu za 
površinu sektora krivulje e = (g) zadane u polarnim koordinatama: 


p pw) 1 27 : 
>| =>j/elpde =S 
2 -4/ 


o 


S=> ije OL 


n 


fvidi Dio II. formulu (78a)]. 


Prema tome i površinu omeđenu ravnom krivuljom, čija je jednadžba kaja 
u polarnim koordinatama, možemo računati pomoću dvostrukog integrala. 
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b) Opći slučaj 


Uzmimo sada opći slučaj, kad treba u dvostrukom integralu 
[ [ f(a, y)dx dy 


zamijeniti promjenljive xi ysuiv, pri čemu su te promjenljiva vezane među- 
sobno funkcijama: 


x=x(u, v) i 
v=y(u, oj ž (a) 


Za te funkcije pretpostavljamo, da su neprekinute i da imaju neprekinute 
parcijalne derivacije. 

ui v ne ćemo više promatrati kao polarne. koordinate u ravnini XY, već kao 
pravokutne koordinate u drugoj ravnini UV pretpostavljajući, da je u >0. 
aO0<v<2n 

Zadatak se svodi na to, da se izvrši preslikavanje područja s ravnine 
XY u područje o“ ravnine UV uz pretpostavku, da su jednadžbe (a) takve, da , 
svakom paru vrijednosti x i y odgovara jedan određeni par vrijednosti u i v, ili 
drugim riječima, da svakom položaju točke T u području a odgovara određen 
položaj točke Tu području o' i obratno. Ukratko se kaže: relacije (a) moraju 
imati to svojstvo, da uzajamno: jednoznačno prešlijevaju područje c.u po- 
dručje o' (i obratno). 

Uz tu pretpostavku zamjenom promjenljivih xiysuiv prelazi područje o 
dvostrukog integrala u ravnini X Y u područje g' u ravnini UV. Da posve shvatimo 
io preslikavanje područja s u područje o', promotrimo već poznatu nam zamjenu 
promjenljive x u običnom određenom integralu protejenljivom t pri prijelazu na 
parametarsku jednadžbu podintegralne funkcije. 


Znamo: ako je x=x(1) : 
parametarska jednadžba podintegralne 
y=y(1) 


Pr 


juneje: y = f(x), tada izračunavši “dx '="x'(t)dr, dobijemo 


[ f(x)dar= g fl»(1)): x'(1)đt (6) 


a 


gdje jea =x(Q),ab=y(1). ' 
Na pr. računajući površinu polukruga. pisali smo uzevši u obzir da para- 
: . x=rcost g g 
metarska jednadžba kružnice y=\r"—x glasi sje KRKA i daje dx = 
= —rsnt di: ' : 


f+r 


GE dx = ; \7 — "cost "(—rsnir) di = 
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ka 7 
=+r [ sint sind = f smrdi 


gdje je —r=ron a +r=rcs0 


[vidi Dio II. 8 7,1.a) i d)). 

S našeg sadašnjeg gledišta zamjene promjenljivih u određenom integralu, mo- 
žemo jednadžbu x = x(1) smatrati kao formulu preslikavanja intervala integracije 
[a, b] na osi X (u našem primjeru intervala [—r, -+r]) na neki drugi interval [r,, 1,] 
osi T (u našem primjeru na interval [r, 0]). ' 

Iz jednakosti (b) slijedi: 


dx == x (1)di 


ili 
Z =»(1) 


ili 
kodi=x(1):1 


Iz te jednakosti vidimo, da x'( 1), ako je x'(£) > 0, predočuje omjer elementa 
(diferencijala) intervala [a, b] na osi .X i pripadnog elementa (diferencijala) dr na 
osi 7. To znači: 


dx 
x'(1) = Era 


predočuje omjer (mjerilo) preslikavanja dužine [a, b] na osi X u dužinu 
[r, 2] na osi T ili, kako se kaže, 


dx ia : . ; . 
sa je koeficijent deformacije dužine pri tom preslikavanju. 


Uvjet x'(1) > O osigurava uzajamnu jednoznačnost u preslikavanju dužina, 
pri čemu u pojedinim točkama x'() može biti jednak nuli. Slučaj x'(t) < 0 svo- 
dimo na pređašnji proinijenivši smisao intervala [z,, £,), što smo i napravili u na- 
šem primjeru zamijenivši interval integracije [z, O] intervalom [0, 7]. 

Sasvim analogno rješava se problem zamjene promjenljivih x i y u dvostru- 
kom integralu promjenljivima u i » uz zadanu vezu 


x =x(u, #) 


s <3 v(u, v) 


gore navedenih svojstava. Načelna je razlika samo u tome, da sada preslikavame 
dijelove ravnina, a ne pravaca. 


Može se pokazati, da pri preslikavanju područja g ravnine X Y u područje o“ 
ravnine UV koeficijent deformacije glasi slično 


do 
do 
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gdje je da element područja s ravnine XY, a do“ element pripadnog područja g“ 


ravnine UV. 


Kocficijent deformacije zo predočuje omijer ili modul! preslikavanja 


do 


područja g u području g'. On pokazuje, koliko se puta povećala ili. uma- 
njila površina elementa da u okolišu točke T(x, y) područja s nakon njena pre- 


slikavanja u okoliš pripadne točke T'(u, v) područja g'. 


Prema tome sasvim analogno jednadžbi (b) dobijemo: 


[1 y)dxdy = [[ ftxlu v),y(u, 0) 52, du do 


g o' 


PARE 2 da : zu 
Koeficijent deformacije =— računa se pomoću tako zvane Jacobijeve. funk- 


«do 


.. : S x =x(u, U 
cijske determinante za funkcije (a) koe 


y=y(u,v) 
vrijednosti: z 
dx 0x 
do du Bv 
da“ dy dy 
| du dv 


Ta determinanta ožnačuje se simbolom 


8x, y) 
d(u,v) 
pa je 
dx 
d , Bu 
Ena sE. | es = apsolutnoj vrijednosti e 
du 
ili 
dx dx 
du dv 
dxdy = du dv 
š Av dy 
du dv 
Imamo konačno prema (c): 
E . d(x,y) 
[T1(%, v)ds dy = [ [tle 2), 900 9) | očevog 
dx dx 
sea Os. [du ov 
d 6 : ž 
< 7 ši (u, v) - | dy dy 
' du ov 


du du 


i jednak je njenoj apsolutnoj 


(1125 


(112a) 
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iz navedenog slijedi, da formula (112a) vrijedi uz uvjete, da su funkcije) 
x=x(u,v)iy=y(u, v), koje vrše preslikavanje područja s u područje g'; 
. neprekinute, da imaju neprekinute parcijalne derivacije i da imaju Jacobijevu:' 
. determinantu, koja ne mijenja svoga predznaka u području g, ali može da se 
poništi u pojedinim točkama. Ti uvjeti osiguravaju neprekinutost i uzajamnu 
jednoznačnost preslikavanja. 

Primijenimo tu formulu za zamjenu u dvostrukom integralu pravokutnih 
koordinata x i y polarnima Qi p. 1 


Uzevši u obzir, da je u našem slučaju u = gav=pida je 


' (x=pcos 


' =psn e 
dobijemo prema (112): 
Ox 0x ; 
0(x,y) Šo de —psnoo cos? 
Xp P) >. 0 PCOS Q SINO 
dy Ap 
= —psin* g — poco p = — pls p + cos o) = —p 
pa je 
O(x,y) š 
(Pp) 


Imamo dakle prema (112a): 
[Uf f(x 9) dx dy = [ [flo cose, psin o)ododo 
g o 


Dobili smo: našu formulu (111), ali. tu formulu ne smijemo u tom slučaju 
promatrati kao formulu prijelaza: od pravokutnih koordinata na polarne, već kao 
rezultat posebnih transformacija u dvostrukom 
integralu od pravokutnih koordinata opet na 
pravokutne, ali u drugom pripadnom pod- 
ručju o“. 


€) Eliptičke koordinate 


Ako je područje integracije g elipsa ili dio 
elipse, vršimo radi jednostavnijeg integriranja 
prijelaz na eliptičke koordinate u i v. 

SI. 113 Iz slike 113 vidimo, da je u promjenljiv 

polumjer kružnice, a mijenja se od u =0 do 

u=|, dok je.v pripadni središnji kut, koji se mijenja od 0 do 2m. Veza 
izmedu eliptičkih koordinata u i v i pravokutnih x i y glasi: 
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= aucosv , A | (113) 


O<zu<i; O0sv<2r 


Na pr. zau=1iv—=0 dobijemo *=4a;y 


= 0, a to je desni vrh elipse, 
zau=1iv=90% dobijemo gornji vrh (0, 2) i t.d. 


Računamo prema (112): 


Ox dx SE 
O(x, 9) _ du ov m acosv —ausmv ž 
odi CELA bsnv. bucosvi' “ 

du ov ; 


= abu cos v + abu sin v = abu 
pa je prema (112) 
dx dy = abu du dv (113a) 


[ [104 y)dx dy = ab [ [ flaucosv, bu sin vlududv = 


27 


1 
m ab f dv [ Slaucoso, bu sin v) u du > (1136) 
o o . 


ako je područje integracije s potpuna elipsa, inače se mijenjaju“ granice prvog 
integrala. 
Opažamo, da imamo konstantne granice integracije. 


Kako smo već rekli, pri računanju dvostrukih integrala vršit ćemc uvijek 
radi jednostavnijeg integriranja prijslaž na polarne, odnosno eliptičke koordinate, 
ako je područje integracije krug, odnosno elipsa ili dijelovi tih likova. 


Navedimo nekoliko primjera. . 

Primjeri 

1. Odredi obujam tijela omeđena s 

x+y9+z2—3=0 
2+yg=1; z=0 

Traži se obujam kružnog valjka, kojemu je os 
simetrije os Z, a polumjer osnoske 1. Taj valjak pre- 
sječen je ravninom + + 5 + S = 1 (nariši sliku!) 

Prema slici 114, koja predočuje područje inte- 


gracije s i projekciju sloja traženop volumena, računa- 
mo obzirom na formulu (i1lc): SL 114. 


239 > 


V = Goaspkdia 
[[0-<-»wo 


Uj 


[[G—ocs9—psng)o4p40 = 
a 


2w_| 


[de] G—e cos o — e sin g)odp 
. hi 


o 


I 


Vidimo, da imamo konstantne granice integracije! 


2x * 1 
v- fao Ko pon M 5 ME 
2 3 
* 


3 
4 
27 2" 
_ 3 cos g =) 13 " 
sflsss kak o di a e ke 
. 4 
"3 U l 
= 27+yg>—3773F 


2. Određi volumen tijela omeđena s 


z=:y 


x+y=1 oj os+yi=9 ; x=0 ; y=0  z=0 


Traži se volumen tijela, koje je omeđeno sedlastom plohom, plaštevima dvaju kružnih 
valjaka 1 trima, koordinatnim ravninama. 


Prema sl. 115 i formulama (1112) i (1H1Ib) računamo: 
V- [fmdedy= [ [eter sino + pdo do = 
s g 

A 4 3 m 3 
5 sin? . . 
snoćenodo | o4e- = ' zu 

m 1 o 1 

1 1 : 
=35  g8—b=-i0 
V=1 
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3. Riješimo t. zv. Vivianijev zadatak (1622—1703)., 

Izračunaj zajednički volumen kugle polumjera a i kružnog valjka polumjera 3% čiji plašt 
prolazi središtem kugle. 

Slika 116 prikazuje zadano tijelo. 


Budući da je zijelo, čiji volumen tražimo, simetrično obzirom na koordinatne ravnine XZ 
i XY, računat ćemo samo četvrtinu volumena, koji se nalazi u prvom oktantu. 


SI. 116 


SI. 117 


* Izslike 117, koja predočuje područje integracije s i projekcije sloja traženog volumena za 


neki konstantni o, vidimo, da se o mijenja od 0 do a cos 9, a g od 0 do 3: pa uzevši u obzir, 
da jednadžba zadane kugle glasi ' 


x+ydbha=a 
dobijemo prema (1112) 


Ci 


V Vani 
<-[[ Ve=s—yraay > [ Va? — p? cost g — g? sin? o gdeđo = 
g 


m a cos $# 


2 
= [4 [v=o pdo 


o o 


Kako je uz supstituciju a? — po? = t 


U 
[VEZPsa = — Ver 


dobijemo dalje: 


ka g cos # E ' 
v 1 2 ; 1 Žž 
prrislasnu Vrat oj d=—=> ([ (aa cost oj — Va] do = 
Cd a o j 
15 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 
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/ a 


nd aa 
> Na Targ KJ venom 
== (1 — cos e*—1lap=—" (Vsin P—i)do a 
: o 9 


* ' m a m 
nA z : z 2 E] 
= — 5 /oie—Ddo = S1f40— food] = 
. X KJ e 2 
ka 
3 in2 . Z 3 
= Dio1I. $5,7. Tip VIII. primjer 2. — 5 sin Poe + ; oošia | z s(7 3 


v-$<(5-3) 


Zanimljivo je, da se volumen 4 onog dijela polukugle, koji ostane, ako uklonimo izračunato 
“sijelo, izražava racionalno pomoću polumjera a kugle: 


V-žen—ze(lF—3) g 


Z : 4. Izračunaj volumen tijela, koje je orneđeno 
plohama rotacionog paraboloida 


+ =az 
valjka 


x. +) = 2ax 


i ravninama 
IH 4a 


O 


x =0 y=0i z=0 
(slika 118). 


Napisavši jednadžbu 


X x +9 = 2ax 


u obliku 
x3— ax +» =0 
£y ili 
Sl. 118. x—a)+y=a 


vidimo, da je područje integracije a opet polukrug kao u primjeru 3, pa uzevši u obzir, da je 
polumjer toga polukruga sada a, dobijemo prema (lila): 


_1 _ E 1 cos? pr s 
Ze dje +ovardy» zJfe c05% + pr sin? o) e de do 
g s 3 
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k.d 
2ac0se 2 2aco: # 


F 
1 1 e* 
=- | 03 =- -— = 
zJe [ed - [00] 4 
o o o 
= : Koa 


Z : 2 
= z [ica cost e de = 40? [cost odo == prema Dijelu II. str. 149 = 
o 


T 
SELE ETON E APN E 
si 4 FEVI a la EVE rare 
vežem 


5. Odredi volumen tijela, koje je omeđeno s 


zZ=ay 
(x—1?+(y—1?=1 5; z=0 


Zadano tijelo je uspravni kružni valjak polumjera 
baze r = 1 sa središtem u točki S(1, 1), koji je ome- 
đen odozgo hiperbolnim paraboloidom z = xy, ao- 
dozdo ravninom XY (z = 0) 

Kako je kružnica specijalni slučaj elipse, kojoj su 
poluosi a=b =r, primijenimo eliptičke koordinate: 
(113) pa prema slici 119 imamo. 


x=1+1-.ucosuv 
y=1+1 -usinv 


Računamo prema (112): 


dx hesv —usinv : F 
TE = =uco?v +husmvu=u | 
(u, v) sinu 14'c0s U 


pa prema (1136) imamo, uzevši u obzir, da je u našem slučaju a = = |: 
V = [[v dx dy = [fa + u cos v) (1 + u sin vju du du = 
C4 s m 


2a 1 i 


= [a fa + u cos v + usinu + uš sinu cos vudu = 
o 92 X 
2 
2 ' 4|1 
-Jlf+ Te + 250 + sinv core e 
9 
27 i 
1 1 | a sinu + cos u 
= ls+qgesv+ inv + ELI o ; 


u 
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ža 
= T.+ Zo zevigso|, Šan—r+r=rm 


' koe 


Taj primjer možemo riješiti i prema (111c) uzevši z =(x— 1)(y—1), t. j. pomaknuvši 
koordinatni sustav u !S(1, 4) 


a 2 
6. Izračunaj volumen uspravnog eliptičkog valjka s osnovkom ž + * = luravnini XY, 


koji je presječen ravninom z = 12— 3x —4y. 
. Uzevši u obzir daje a =2ab = 1, računamo prema a (1136): 
rs i 
V=2. 1fdo:[42—3+2ucosv—4. lusinvjuđu = 
o 


2w 


ž i 
Gu? — 2 cos v uš — Ž sin v + 5 -2[(6—zosv—2 sin v)dv = 
o 
o 


3 


27 
= 2 fa 
o 


2 
M au m++—4)_ an 
o 


=2|6—2anu+ zreo o 7 3 


3 


V=24 rm 


7. Izračunaj volumen tijela omeđena s 


y : z=x+2x—5 
o. 


lj z=0. 


i = ae 
2 Kako je područje ka G (vidi sl,“ 120) elipsa: 
sa središtem u točki 5(4, 3) i poluosima a=libe2 


š imamo prema (113) i obzirom na sliku 120: 


x=4+1ucosv 


: y=3+2usinv 


Prema (112) dobijemo 


i 
Ikee. dA 


dxdy = IKI | idu do = 2 u du do. 


Sl. 120 


pa prema (1136) računamo: 
2T 1 
V-2fav f [4+ues0G+2usnv) +264 + ucos0)—5| udu= 
Kk o 


2x1 
20 [ (isus Scan + Datso + Zine“ cos v)du = 


i 


u + Sei +e sino +2 ušsinvcosv | = 


2T 115 
=2/ do I 
o 


2 3 


o 
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KJ bs 
=2f (Z +3 cosv + a v +dsin v cos v) do= 


3 
5 2g 
1 8 #8 
o =2(isn—r+3)=30: 
o 


== 5 1 8 U “n3 
=2 zodbogsnv— = osu + gsm 


V =30 m 
Odredi uz zamjenu promjenljivih obujam tjelesa: omeđenih s 


1. z=- 


5 
a+sf=n 3 z=0 [v- <ol 
iša? 
2 4z=x+)y? 
2+) = 8x IV.= 96 rr] 
3. s+mn+z=rn 
z+g=r o; z=0 [v-2(—32]| 
: 3 3 


'& 


z=x+x+y+1 

(x—2)%.,(x—3)% : 
Kova nA a 

5. Izračunaj volumen dijela valjka x? -+ y? == r? između ravnina 


« 


z=0i z=mx [v=3""| 


z=0 [V = 144 m] 


6. Izračunaj volumen tijela, koje je omeđeno hiperbolnim paraboloidom cz = xy, ravninom 
z=0i valjkom (x— a)? +(y—b) = 1? 
[v _z = 


€ 


4. Zamjena promjenljivih u trostrukom integralu 


Najčešće se vrši prijelaz od pravokutnih koordinata; u kojim je zadan tro- 
struki integral, na cilindričke i na kugline koordinate. Stoga ćemo potanko 
promotriti ta dva slučaja, dok ćemo opet opći slučaj zamjene promjenljivih obrazlo- 
žiti samo ukratko. 


a) Cilindričke koordinate 
Kako": se vidi. iz slike, 121, položaj točke T u prostoru posve je određen, ako 
znamo polarne, koordinate ip njene projekcije T na. ravninu XY i njenu 


aplikatu z. Koordinate se zovu cilindričke, jer. jednadžba g. = e (const) predočuje 
prostorno kružni valjak polumjera osnovke c, kojemu je.os simetrije-os Z. 


Iz slike 121 slijedi dalje: 


x =pC0s (< : 
y=psno . 414) 
z=z ; 


pri čemu je 0 < pg<2nm;. dEp< +01 —oo<z< +o. 
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To su formule prijelaza od cilindričkih koordinata na pravokutne. | 

Uzmemo li, da je g = R (konstanta), dobit ćemo parametarsku jedna- 
dižbu valjka, polumjera R, u kojoj šu e i z parametri po volji. 

Vidimo, da parametarska jednadžba plohe kao dvodimenzionalnog likatsadrži 
dva parametra, dok u parametarsku jednadžbu jednodimenzionalnog lika“ (kri- 
vulje) ulazi, kako znamo, samo jedan parametar (2). Uzmemo li još u obzir, da 
& = konst. predočuje ravninu koja prolazi osi Z, a z = const. ravninu paralelnu 
s ravninom XY, shvatit ćemo, da u slučaju cilindričkih koordinata koordinatne 
plohe 


«pg=const; .p=const. i g = const. 
predočuju tri familije ravnina i to: | 
nst. su poluravnine kroz os Z, 


e =koj 
o = konst. su krugovi, kojima je os Z u središtu, 
z = konst. su ravnine paralelne s ravninom XY, 


Sl. 121 SI. 122 


Svakom točkom prostora, koja ne leži na osi Z, prolazi po jedna od tih ploha. 
"Te koordinatne plohe dijele čitav prostor u ćelije, čiji oblik vidimo na sl. 122... 
Dademo li naime e prirast do, p prirast dp, a z prirast dz, dobit ćeme element | 
. dW prostora W', u kojem je definirana funkcija f(x, y» 2). Smatrajući taj element | 
paralelopipedom, dobijemo uzevši u obzir, da je 


TU=TU = ede 
volumen elementa = baza x visina = dV = pdp do *dz 
a : 
dV = pdp do dz (115) 
Budući da je prema (108) 
dV = dx dy dz 
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imamo 


dV — dx dy dz = pdo do dz ' (115a) | 


pa uzevši u obzir formule (114) dobijemo konačno traženu formulu zamjene 
u trostrukom integralu pravokutnih koordinata cilindričkim: 


\ 


[ff1te y, zldx dy dz = PJ) J(ecos e psin o z)edp do dz (116) 
v v ' 


Računanje trostrukih integrala u cilindričkim koordinatama svodi se: na tri 
jednokratna integriranja po2,p1i 0%, a vrši se prema istim već nam poznatim nače- 
lima [vidi primjer 3. u točki 5. h) ovog $]. 


U svim tim slučajevima, kad je područje integracije uspravan kružni valjak, 
uvijek prelazimo pri računanju trostrukih integrala na cilindričke koordinate, 
jer su u tom slučaju sve granice integracije konstantne. 


Tako na pr. za 0 < o <27; 0OšspahRi O0<z<gh,Lj. sko ja podničja. 
integracije V uspravni valjak visine h i polumjera osnovke R, dobijemo: 


[[[1(s y, zdx dy de = [ [ [ f(pcosg, psin g, z)pdo do dz = 
g h 2m i 
== d , PSsIN O, d 1 16a; 
o) 0[Hloeosq Psin g, 2) pdp (116a 


0 


Za f(x, z )=1 KUKE volumen V toga valjka: 
: h 2 R 
= [[[ dxdyd2 — [[[ odo agda = [22 [a0 [od = 
V e 0 0 0 


% 
-n.2/5 


R 
= Rrnh 
o 


b) Kugline (sferne) ili prostorne polarne koordinate 

Položaj točke T u prostoru posve je određen, kad je poznata udaljenost p te 
točke od ishodišta O koordinatnog sustava, kut 8, što ga taj radijvektor p zatvara 
s osi Z i konačno kut o, što ga projekcija OT“ 


radijvektora o na ravninu XY zatvara s osi X z 
(vidi sl. 123). 
Iz te slike slijedi, da je ua 
OT =ePsn 
pa je 
j x = psin d cos e 
y.= psin 9 sin e (117) 
z=pcos 9 
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pri čemu je 
0<P<2m; Og<m. O0sp< re. 

To su formule prijelaza od kuglinih koordinata na pravokutne. 

Uzmemo li, da je p = R (konstanta), dobit ćemo jednadžbu kugline ple- 
he (sfere) polumjera R u parametarskom obliku, u kojoj su o i & pa- 
rametri, pa & možemo smatrati geograf- 
skom duljinom, a 9 dopunom do 90" 
georafske širine točke T (vidi također 
£ 4, 12). 

Koordinatna površina e == konst. 
predstavlja sada polukrugove, kojima os 
Z prolazi kroz središte, p = konst. su 
kugline plohe sa središtem u ishodištu 
0, a 3 ='konst. su plaštevi stožaga, ko- 
jima je os Z zajednička os. 

Te koordinatne plohe dijele prostor 
u ćelije, čiji oblik vidimo na slici 124. 

Dademo li kuglinim koordinatama 
Q 9 ip neke točke T kugline plohe pri- 
raste đo, d9 i do, tada dobijemo lik pri- 
kazan na slici 124. 

Uz pretpostavku, da su ti prirasti 
beskonačno male veličine, možemo uzeti, 
da je taj lik pravokutni paralelopiped, pa njegov volumen dV računati kao umno- 
žak površine osnovke i visine dp. f 

Uzevši u obzir, da je 


UT = psin 9 +do (UT je luk kugline paralele, kojoj je polumjer TO' => 
=psn 9) 
i da je TS=p.d8 


imamo: 
dV=esn5.do -pd93.dp 
ili ai (118) 
dV =p7sn9.do .d$ “dp > 
a kako je prema (108) 
dV = dx dy dz 
dobijemo : 
dV =dxdydz = psin %.do -d9 + do (1184) . 
Prema tome uzevši u obzir 1 formule (117) dolazimo konačno do tražene for- 
mule zamjene u trostrukom integralu pravokutnih koordinata kuglinim: 


[11108090 2) dx dy da = 
v 


KE J[[1(0sin9 cos o, psin$sino, pcos) .g"šinJdod9 do (119) 
V . : : 
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Računanje trostrukog integrala u kuglinim koordinatama vrši se kao u pre— 
“ đašnjim slučajevima i svodi se na jednokratna integriranja po o, Pi 9, kako će 
se vidjeti iz primjera u točki 5. g) ovog $. 
Aka je područje. integracije V kugla, imat ćemo konstantne granice za sva tri 
integrala. 
Zaf(xygsl)=lip= R (konstanta) dobijemo volumen kugle. Prema (119). 
imamo u tom slučaju: 


KS jeans ijenmnode 


aK 


2m 7 R 2m noge 

pas : 2 pa pr i: 

= [do [sn9d9 [od =| 0] | cos & | 5 
0 0 0 9 4 


ž : R4 
=2m.(H1+D).7=3Rm 


Mijenjajući granice integracije u drugom integralu, dobijemo poznate formule: 
iz stereometrije za obujam pojedinih dijelova kugle. 
Tako, na pr., za volumen .kuglinog isječka dobijemo: 


3 3 


R 
V = ICIEILICE 2|—e9 | T= 
2 2 2 
=: prag ve nn) =>TRIR— Rcos 9) =3rkv 
2 2. 
ili V=- m R(1—cosB)=-—-mR.2 sin 3 = 3JTR su s 


Izračunaj na taj način volumen kuglinog pojasa (sloja) [Vidi Repetitorij ele- 
mentarne matematike, II, $ 2, f) sl. 33b i a). 
c) Opći slučaj 
Uzmimo sada opći slučaj, kad treba u trostrukom integralu zamijenit? pro- 
mjenljive x,y i z novim promjenljivima #, v i t, koje su s njima vezane jednadžbama : 
x=x(u, vt) 


a 
y=9y(u vt) (a) 


z=z2(u,v,t) 


pri čemu pretpostavljamo, da su te jednadžbe takove, da svakoj točki T(x,y, z) 
područja W u prostoru pravokutnog koordinatnog sustava XYZ odgovara jedna 
točka T'(u, v, t) u nekom području W' u prostoru pravokutnog koordinatnog 
sustava UVT, i obratno. Drugim riječima, pretpostavljamo, da funkcije (a) uza- 
jamno jednoznačno preslikavaju područje na područje W' (i obratno). 

Diskutirajući na isti način kao u slučaju dvostrukog integrala i označivši 
s dV i dV“ elemente volumena područja W, odnosno W', dobit ćemo 
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[ [[f(29, 2) dzdy ds = 
vo E 


(120) 
= [[[ ftx(u0,t),y(u,0,4), 2(u, 0, 1)) 25. . du dode 
g i dV 


gdje je 4 koeficijent deformacije volumena pri preslikavanju područja W u po- 


dručje w' prema formuli (120). Taj kočficijent deformacije jednak je u svakoj 
točki područja apsolutnoj vrijednosti Jacobijeve determinante 


dV |20(x.yz2) 
dV 180 0,1) 
gdje je 
Ox 0x dx 
du o Sa (1204) 
d(x,y 2) dy dy dy 
(u, vt) du do dE 


dz oz oz 
du o dv Era 


Primijenimo li te formule (120) i (120a) za slučaj prijelaza u trostrukom inte- 
gralu na cilindričke, odnosno kugline koordinate (načini to!), dobit ćemo već nam 
poznate formule (116), odnosno (119). Međutim, te formule ne smijemo u tom slu- 
čaju smatrati kao formule prijelaza u trostrukom integralu od pravokutnih koordi- 
nata na cilindričke, odnosno kugline u istom području W, već kao formule nekih: 
pošebnih transformacija u trostrukom integralu od pravokutnih koordinata opeti 
na pravokutne koordinate, ali u drugim, pripadnim područjima WW". 


5. Primjena dvostrukih i trostrukih integrala 


Rekli smo već, da promatranje dvostrukog i trostrukog integrala kao volu- 
mena tijela comeđenog zadancm plohom, daje samo geometrijsko značenje tih inte- 
grala. Sada ćemo navesti mnogobrojne primjene višestrukih integrala, 


a) Površina ravnih likova 


Pokazali smo, da površinu ravnih likova možemo računati i pomoću dvostrukog: 
integrala, jer je dS = dx dy površina elementa ravna lika, pa je površina ravna lika:, 


djes, ' ie < (121) 


“pri čemu smo iz navedenog primjera (vidi str. 228) vidjeli, da taj način“računanja 
. nema općenito smisla, jer nakon prvog integriranja prelazimo automatski na obični 


250 


jednostruki integral. Međutim, ako je zadani ravni lik omeđen s dvije krivulje, 
isplati se računati njegovu površinu pomoću dvostrukog integrala, jer se u tom 
slučaju jednostavnije određuju granice integracije. Pokažimo to na primjerima. 


Primjeri. 
1. Odredi površinu lika omeđenog parabolom g? = 4x +4 i pravcem. y = 2—x. 


Narišimo zadani lik (sl. 125) prethodno izračunavši sjecišta A(0, 2) i B(8, —6) parabole i 
pravca, a također vrh .V(0,—-1) zadane parabole y? = 4(x + 1). Element tražene površine uzme. 


ko 
mo u smjeru osi 2X, pa napisavši jednadžbe parabole i pravca u obliku x=2 I Ž ix=2—y 
računamo prema slici i formuli (121): . 
. 2 2—y 2 - 
s- [f/aa-f4[a- 
s 6 y'—4 
q 
2 2—y 2 
th 
-/4h|- [->-čm)e- 
—6 ' 1'—4._ —6 
4. 
2 : 
zlu La Za Ba 
= |2— 5 ptol>6—2—5+18+18—18=215 


—6 E z 


Sl. 125 : SI. 126 


1 
i 


Da smo element tražene površine uzeli u smjeru osi Y, t. j. da smo integrirali prvo poy, 
ma zatim po x, morali bismo izračunati dva integrala, a granice integracije bile bi iracionalne: 


0 +VasF4 B 2—x 
s [af 0+ [af 4 
—! — Vaz Fa o —VaF 


2. Izračunaj površinu lika omeđena s 


Y=SsNX 3 »=00% # x*=0 


Kako je sina = cos < = 43 imamo prema slici 126 i formuli (121): 
TT 
rama 
s- [f dxdy = a fd= 
S sins 
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KJ . s 


4 4 
- [ca—unoa- snx + esx|= 
o . : % 


Zal erolii 


Jasno je, da i površinu lika omeđenog krivuljama, čije su jednadžbe zadane 
u polarnim koordinatama, možemo izračunati pomoću dvostrukog integrala uzevši 
da je podintegralna funkcija jednaka 1. Na taj način dobijemo prema (111): 


S=[[pdodo A“ 
S 


Primjer 


Odredi površinu lika, što ga omeđuju kružnice 
p=2opip=4cos : 
Prema slici 127 i formuli (122) imamo: 


KA 


. +3 4co5t 
5- ff edodo< [ay foa0- 
S T 2co5# 


2 
« T 
4cos p 7 


\ o: 
= | dol 
[ag 


Ka Lcos g 7 
E Z : 
U sd 
+7 a +7 
e ? ze PE MA e (£+2)- 
6 [cos odo dJE: a 6 a 4 3n 
= ; an 


Konirola. S = Pz—liz=3mn 


Izračunaj pomoću dvostrukih integrala površine ravnih likova, koji su omeđeni s 


LA 3y? = 25x_;> Sa? = 9 IS=5), 


2. sad. okadysš=0 [S =505—84) 


3. Riješi pomoću dvostrukih integrala primjere 1. i 2. navedene u dijelu II. Repetitorija 
87, 1.8)1. 


b) Masa ravnih likova e 


Predočinro si, da je zadani ravni lik jednoliko pokriven nekom homogenom 
materijom. U tom je slučaju 


t 
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Ako je materija, koja jednoliko pokriva lik, nehomogena, gustoća se mijenja 
od točke do točke, ona je funkcija od xiy, t.j. . 


gustoća u = u (x, y»). 


Označimo li s dm površinsku masu elementa lika u nekoj njegovoj točki . 
T(x, y) (diferencijal mase), a s 4S površinu toga lika (vidi sl. 128), bit će gustoća 
u toj točki T(x, y): 


ui) = 5 (123) 


za odatle je : 
dm = u(x, y) dS 
a kako je dS = dx dy 
dm = u(x, y) dx dy (123a) 


Tako smo dobil: izraz za diferencijal 
mase ravna lika. 


SL 128 ..- SI. 129 


Čitavu masu lika dobijemo integrirajući po površini lika: 
Masa nehomogena ravna lika m = [f u(x, y) dx dy (123b)' 
pao ' 


Primjer 
Odredi masu pravokutnika gustoće u = xy, kojemu su stranice b i h (sl. -129). 
Prema (123b): 


: 4 b h 
m- [fwasay- fxax fyay = 
S KJ 0 


Ako je lik homogen, t. j. u = konst., formula (123b) prima oblik: 
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m=uffdxdy=u.S 
f . 
a za g . 
u=1 
m=S 
t. j. ako jelravan lik homogen, a gustoća. u = 1, masa lika numerički je ie- 
dnaka- njegovoj površini. 
U tom slučaju određivanje mase ravna lika svodi se na računanje njegove: 
površine. 
€) Statički momenti i koordinate težišta ravnih likova 
Govoreći u dijelu II. Repetitorija (vidi & 7, 2.) o primjeni jednostrukih odre- 
đenih integrala, već smo potanko obradili to pitanje, pa znamo, da je statički mo« 
ment M ravna lika, za koji pretpostavljamo da je homogen gustoće n=1, obzirom 


na neku os jednak umnošku površine S toga lika i udaljenosti njegova težišta od 
dotične osi, t ti. : 


M, = [yaS i M, = f xdS (a) 
S s 


Znamo također, da podijelivši statički moment lika s površinom S lika dobi=. 
jemo koordinate težišta toga lika:. 


M [xdS Pa 


: M, 
a a robii pa 


(b) 
Ke .. 
U mnogim slučajevima određivanje statičkih momenata i koordinata težišta 


ravnih likova vrši se jednostavnije pomoću dvostrukih integrala. Taj prijelaz.na, 
dvostruke integrale možemo lako izvršiti, ako se sjetimo. da je 


o dS= dx dy 
Formule (a) i (b) primaju tada oblik: 
M, = [ [y dx dy. ; M, = [[ xdxdy (124) 
s S 
xdxdy dx dy 
A, EL == a s NN = La ra : Aliji (125). 
soo Jave) S LJ ay 


Uvrstimo li u (124) x =pcoso iy =psmn o a također prema (110) dS = 
= pdo do, dobijemo iste formule u, ponio koordinatama: 


Jeka eo? I[e'sinq do 24 
==, nrn—A=- 8“ Tra (129 
ira 2.1 ae i 


Primjeri. 


1. Odrčdi statičke momente pravokutnika osnovke b i visine X obzirom na njegove stranice 
(vidi gore sl, 129). 


Prema (124) 
b 


h 
Mx = f ydxdy= [ax /ydy = 
S £ 0 0 : 


gdje je S = bh = površina pravokutnika. 


Na isti način dobijemo: 


: hb? b 
am av 
a prema (125) Xi -<3 og -+ 


Prema slici: ko XI = 3 
Prema (125): 
ka sin x T : z 
NEZ? jeja dy [sin x dx 5 mda &2 
= 5 9 pa 9% _ 2 e kia 
sai rroje g lape namp aag ao 
g jee : jee 2|—e = 


Ižračunaj za vježbu x! 
2. Odredi težište lika omeđenog kružnicama 

(Qx—ilž+y=1 i (x—2)7+9 = 4 (vidi sl. 127 i primjer uz ru sliku). 
Prema' toj slici i (125): / 


nu=0 ; *=-5- x (e) 


Napisavši jednadžbe zadanih:kružnica u polarnim kordinatama 
p=205Q9 i p=A0oq 


računamo My prema (125a): 


KEJ 
4cos g 
Mj revan [zva fes 
2c05 


Ra 
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s = Ša 
4cose T7 


= fco 0 (B4c0t o — Bos 0) do > 
žeosp _ m 


= sf 7 cos“ ode = prema tipu VIII. (Dio II. S 5, 7.) = 


2 


KK 
Lam : 
_ 56 c053 e sin e +3(2+782) = 
3 4 4\2 4 
zi 
2 
-5(5)=1 
318 ot 
Prema (a): 
Tm_ 7 i 
MET, 925 


Težište (= o) 


4. Odredi težište kružnog isječka (sl. 131), kojemu odgovara središnji kut Ža. 


Prema slici i (125a): 


a ? fra 
s 
ass 
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5. Odredi težište polovine elipse, koja leži ižnad njene velike osi 2a (sl, 132) 
xa = [0] : 
Je računamo prema (125), izvršivši prema (113) prijelaz na eliptičke koordinate: 


x = aucosu 
ys=busnuv 


dx dy == ab u du du 


B U T 
/ . : 
Sjevea ' enje 


Nn= See Pica ot u a 
ob / fuduav . 
[ua fav 
s B 
DJ Lj 
kJ li 
KA 
ši ue 2 b 45 
ro enea u les 
2. 


Odredi pomoću dvostrukog integrala težište: 


I. Trokuta osnovke b i visine h obzirom: na osnovku 


2. Petlje lemniskate p? = a2 cos 2 s 


3. Kardicide p = a(1 + cos p) 


=> > rm ma 
H 
A 
oj= 
BI 
name 


4: Polukruga obzirom na promjer 


Riješi pomoću dvostrukih integrala primjere navedene u Dijelu I1.8 7. 2. 


d) Momenti tromosti (inercije) ravnih likova 


Iz Dijela II. Repetitorija (vidi $ 7, 3) znamo izraze za t. zv. geometrijske mo- 


mente tromosti ravnih likova, t. j. homogenih likova gustoće 9 = 1. 
Aksijalni momentu. ' 


lt, = [as 
S 

L = [sas 
s 


Polarni moment: 2, = J o*dS 
s 


(vidi sl: 133). 


17 HB. Arsen: Repetitorij više matematike — Dio TII. 297 


Sve te momente već znamo računati pomoću običnih jednostrukih integrala, 
ali se jednostavnije računaju, kao ćemo vidjeti, pomoću dvostrukih integrala. 

Postoji još jedan moment, koji ne možemo izračunati pomoću jednostrukih 
integrala, to je centrifugalni moment ili moment devijacije obzirom na 
osi Xi Y: 


1, = [xy dS 


Dok su svi momenti tromosti uvijek pozitivne veličine (x2>0, y>0 i 9">0), 
centrifugalni moment lika je negativan za one njegove dijelove, koji leže u II. 
i IV. kvadrantu, jer u tim kvadrantima x i y imaju različite predznake, pa je 
x -y<0. Prema tome je 1, = 0, ako je jedna od osi X i Y, ili obje, os simetrije 
zadanog lika. To su t. zv. glavne osi tromosti. 

Uz dS = dx dy primaju navedeni izrazi za momente tromosti ravna lika oblik: 


Aksijalni momenti tromosti: 
L=f[y dxdy ; Iy=/f [> dsdy ; 1, [ [xy dx dy (126) 
s “s s 
Polarni moment tromosti obzirom na ishodište koordinatnog sustava: 


- [ fedxdy a 
s 


Kako j je prema slici 133 p? = x* + y*, dobijemo za polarni moment tromosti 
obzirom na formule (126) izraz 


I, = Do = f [(* + y)axdy=[[ dx dy +f[fxdxdy=L +1, (2). 
s ; s S đ 


Time smo izvršili prijelaz na dvostruke integrale, jer se ti izrazi, kako smo. 
već rekli, u mnogim slučajevina jednostavnije računaju pomoću dvostrukih .inte- 
grala. : ' 
Uzmemo li u obzir, da je x = pcos ey = psin oi dx dy = pdo de [vidi (110)], 
dobijemo prema (126) formule za momente tromosti u polarnim koordinatama. 


IL = | [e si e dodo 3 dy = [ [0 cos 9 dp de 
s s 


ly = [ [e' sin e cos e do de 
s 


(128) 


dok je prema (1274) . 
= 1-[fe do de (129) 


Kako se momenti tromosti računaju pomoću dvostrukih id pokažimo 
na primjerima. 


* 
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Primjeri 
1. Izračunaj Ix, Iy, Boi Io za pravokutnik prikazan na slići 129. 
Prema (126) 


uo] [9aco- [ac] &- 2 : jd 
4 bb 
= : = = 
i Jf» dx dy jedi : 
S o o is 
b h 
bikš 
ly = [fx dxdy = [x as ly -*P 
S o o ==; 


Prema (127a) ' SI, 134 


eee mae 


h 


ber -h+b-50+b) 


2. Izračunaj Ix, Iy i Ixy za trokut prikazan | ma slici 134. 


Označivši s a i € dijelove osnovke 2 trokuta (a + € = b) i uzevši u obzir, da su jednadžbe 
stranica trokuta 


j 2) i “ = 
pa je *-—a(1—2) i *- «(1 2) 


računamo prema (126) i slici 134: 


CI PERON e A o Ed ka 

-|:2 ko ato7 kalo 

_ 2 ch akči aha Pan E _ bh? : 
nasadi + zo no a (a) 


Prema (a): 
h + dho ko + e) 
12 12 i2 
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924 
24 31 


h x“ 
c—a3 Vi _a—a 
=" 10-999: 2 


- eta e—a (F— žE +D- bic — a) hi 
24 


Zac>aje 1;y>0, a'za cc <a je 1 xy <0, dok za € = a Ixy = 0 (istokračni trokut, os Y je 
os simetrije). 

3. Izračunaj momente tromosti i centrifugalni moment 

a) kruga polumjera R (sl. 135). 

Računamo prema (128): 


2 R 
hk o= [ [osi e dodo - [sime do fp" do - 
S o o 


2" 
Rs P_sn2p 


2 4 


2ar h 
ly = [ [o etodo = Jeo do |p*do = 
s o 


_R|e i -Kz 
E |ž+ 4 KE 


CO a 


Isti rezultat, jer je lik simetričan obzirom na obje osi. 
Ixy = 0, jer su osi X i Y osi simetrije kruga (glavne osi). 
Prema (127a): 
behkarnet Zo ka 


b) elipse s poluosima a i b (sl. 136). 
Računarmo prema (126) izvršivši prema (113) prijelaz na eliptičke koordinate: 
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x = qucos v 


y = busnu 
dx dy = abu du dv 
m i 21 
I = f fBPubsinu < abu dudu — abe [sito do [idu — a £- Z < 
o o a o ik 


s 


Zamijenimo li u tom rezultatu a s b, a 5 s a, dobijemo: 
bašn 
lb = I 


[kontroliraj prema (126)]. 
lg = 0, jer su osi X i Y osi simetrije elipse (glavne osi). 


rema (127a): 
a 3 
bh=L=L+hb= a + E - re +2) 


C) parabole (sl. 137). 
yi = 2px 


a b? : 
Prema slici Nag 2p-h o, odatle 29 = 


pi 
»=-—x 


Prde rr 


Prema (126): 


b 
urna 

he = [ [raxay— [ray fax - 
S : bok, 
—To om“ 


ZN I JN ZN I VRANE KENJI 
GT TG Tai kme 


b b 
+7 iz 
i = fa fax -5>/(1 —5r9)b- 

bo dh _ 2 

Tom sd 

45 

_ 64. 1] 2 _ _2bh* 
gi s o i i E o 
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Prema (127a) ' : 
: a 2 
h=h+lh=55+ 22. 5666+) 2) 
Ixy_= 0, jer je os X os simetrije lika. 
2. Izračunaj polarni moment tromosti 7, lika, koji je omeđen s 


=4ax , y=24 i x=0. (sl..138). 


Prema (127a):. 


KL 
: 2a đa 
pa: a O . a O s 
bh JJe + 99) dx dy — Fay fo DEL 
o CA 5 


Ž će OJ di 
qa 4 s 
> oled riže - 
2%. 
illa Ni:ra 22)- 178, 
.S1. 138 : 2 742133688" 51,. 4a\356af 7105 


Izračunaj Ix i y za isti lik, pa rezultate kontroliraj prema (127a): 


178 
k+db= lb =a 


Izračunaj pomoću dvostrukih integrala: 


121» Lyilh zalkomeđens x=a y=0i pe 


JA 
je> n7i0 š ly =2-| 


2. Isto za lik omeđen osbsbn: koja prolazi . točkom (a,b), a vrh joj jeu ishodištu, i, 
pravcem, koji prolazi istim točkama. 


b? : ab b? a3bt 
mura pr. 


3. Ig za površinu lemniskate p? = a? cos 2 Q 


%. Isto za površinu kardioide o == a(1 — cos e) 


5. Ixy za četvrtinu površine kruga i elipse 
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e) Komplanacija (određivanje. površine) ploha 

Komplanirati neku zadanu plohu znači odrediti vrijednost njene površine. 

Neka je: ploha* zadana jednadžbom _z == f(x;-y); gdje je f(x; y) neprekinuta 
funkcija s. neprekinutim parcijalnim derivacijama, pri, čemu pretpostavljamo, da 


pravci usporedni s osi Z probadaju 'plohu, samo_u jednoj, točki, pa jez = z(x,y) 
jednoznačna funkcija. 


b 


SL 139 


"Tražimo površinu 5 te plohe i to onog njenog dijela, kojemu odgovara po- 
dručje g ravnine XY, gdje je a. projekcija S na ravninu XY (sl. 139): 


U nekoj točki T(x; y, z) plohe uzmimo element površine dS te plohe. Kako 
je element 45 beskonačno mali dio plohe; on se podudara s tangentnom ravninom 
na plohu u točki,T pa je ravan. ' 

Jasno je, da je tražena površina S plohe: 


s-/fas (a) 
S h 


pri čemu integriramo po površini S zadane plohe. > a 

To je najjednostavniji slučaj t; zv. plošnih integrala, t. j. integrala po 
površini zadane plohe. 

Da taj plošni integral pretvorimo u poznati nam dvostruki, ižrazimo površinu 
dS elementa plohe s njenom projekcijom da u ravnini XY. 


Neka je Nr normala na plohu u točki T, a y kut, što ga ta normala zatvara 
s paralelom s osi -+Z (slika 139). 


Tada prema slici 139% imamo: 
do = dx tdy = dS + cosy 


go zao) (130) 


cosY C0sY 
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Znamo jednadžbu (77a) normale. na plohu z=f/(x,y) utočki T.(x, 2 2) 
plohe: , 


gdje su p,ig, parcijalne derivacije po x i po y funkcije z u toj točki T,, pa je u 
točki T plohe 


oz : dz 


cosY = 130). 
JE TETEZ] di 
ili, ako ispred korijena uzmemo predznak minus. 
i l 
£0sY = ŠNISATA FT JET (130a) 
l+rF+q / + (5) s) 
: i eve dx] "gy 


Uvrštenje u (130) daje: 


s-fb_ VTTBFT Tax dy = K+) + (3 ie (1302) 


Naš plošni integral (a) piči obzirom na (130ay u dvostruki integral uzet po 
području a ravnine XY: : 


da IA [[VFprrey (131) 


Cos 


diese _ 0z i _ oz 
greje. RE 1-5 


“To je formula za komplanaciju plohe g = f(x, vj. 


Kako se vrijednost S površine plohe obično uzima po apsolutnoj vrijednosti, 
ispred drugog korijena uzimamo predznak -+. ' 
Ako je jednadžba: plohe zadana u implicitnom obliku, Pig računamo prema , 
(92a i b). ' 
Kadšto nije moguće izračunati površinu S plone po formuli (131), t. j. proji- 
cirajući plohu na ravninu XY. Na pr. pravci paralelni s osi Z probadaju plohu. 
u dvima točkama ili se ploha projicira u ravninu XY kao krivulja (vidi dalje : 
primjer 3). U tom slučaju dijelimo plohu u dijelove ili projiciramo je u koordi- “ 
natne ravnine YZ odnosno XZ. 
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U posljednjem slučaju treba jednadžbu plohe napisati u obliku 
x=x(y, 2), odnosno y = y(%, 2) 


i na način prikazan pri izvodu formule (130a).za cosy izraziti i ostale kosinuse 
smjera normale na plohu pomoću parcijalnih derivacija funkcija x(y, g) iy(x,z), 
uzevši u obzir, da u tom slučaju jednadžba normale'na plohu glasi 


= = 


—_!I 0x dx 
dy dz 
odnosno 
X—x%_y—9»M_z—2 
< ĐčĐYy 
Er: E; 
Dobijemo: 
la 
cos a = rr 
XVE 
ba : + (52) 
(1306) 
cos B= 


+ 2) + mu (+ (2 


gdje su a i B kutovi, što ih plošna normala zatvara s osi +-.X, odnosno.s osi + Y 
Projekcija elementa površine dS zadane plohe glasi sada: 


. : _ dy dz IX\? x\: Bi , 

, ona ravninu YZ:; dS = o 1+ (5) + (55) dy dg (130c) 
dx dz FIVE ZVO 

na ravninu XZ: dS = 2/1 + (2) +(2) aa: (130d), 


š ma ua; x 
Odatle je s= IVI + (5) a E) dy dz | (131a) 
gdje je o, projekcija plohe S na ravninu YZ. 
s=> [fVi+ (2) + de dz (1316) 
; đa : Po 


gdje je o, projekcija plohe S na ravninu XZ. 


3 
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Primjeri 
11. Izračunaj površinu S kugle polumjera R., 


s+y+2—R=0 


Računat ćemo prema (131) i i (924 i b) površinu gornje polovine kugle, t. j. Ž. 
Loa 
P “3x Iz “oz 
Z: JSRMER SRE 
dy Uz z 
A ia 2 2 KI 2 2 2 
L+p+a=i e dika E 


Uvrštenje u (131) daje: 


sm [ [je e 


Računamo: 


Uz supstituciju R? —p? = £ dobijemo: 


R 

ka S=R.2n —\RE= 

; ) 

ili 

S ua 

E 2R n(0 + R) = 2Rčz 

Odatle 2 
' S = 4Rtr 


Ž, Izračunaj površinu onog dijela kugle polumjera a, koja leži unutar valjka polumjera ŠI 


Vidi Vivianijev zadatak na str. 241 i slike 116i 117. 


Prema tom zadatku i navedenim slikama imamo obzirom na izraz (a) dobiven u BRalinjeki) 
primjeru: 


e Ta 
2 acose i 
Sa [[2č0.a [ag [ B_— 
s \"—e o o. HP 


* 266 


CJ 
aca 2 


=a [a0|—VF=P|=—a [fcasiro—ade = 
LJ 0 LI) 


mE 


< 
2 


oja 


—a'fa—sno)do =a p+ cos o 


2 o 


a 
S-4e(f— 1) 


3. U Vivianijevom zadatku izračunaj površinu onog. dijela plašta valjka, koji se nalazi u 
nutrini kugle. ., 


Iz slika 116 i 117 vidimo, da se plašt valika projicira na ravninu XY kao kružnica OAC, 
čija je jednadžba 


+yi=ax 


Istu jednadžbu ima i valjak. 

Područje integracije s reduciralo se dakle na tu kružnicu, prema kojoj ne možemo odrediti 
granice integracije. S toga razloga projiciramo četvrtinu tražene površine valjka na ravninu XZ, 
da uzmemo područje integracije u toj ravnini. Dobijemo područje a,; koje je omeđeno koordi- 
natnim osima X i Z, t. j. pravcima z = 0 i x = 0, i krivuljom ADB jednadžbe ax + zš =a? 
(sl. 140). Tu jednadžbu dobivamo uklonivši y iz jednadžbi valjka i kugle. 

"Time što smo područje integracije, prenijeli u ravninu XZ, promjenljiva y postala je funk. 
cijom od xi z:y = f(x, 2), pa traženu površinu S. računamo prema formuli (1316). 

Budući da se traži površina valjka, parcijalne de- ' 
rivacije računamo iz njegove jednadžbe napisavši je u 
obliku: : 


a? +y—ax=0 (b) 


pa obzirom na formule (92) dobijemo: 


ere e ja KE. sra 
9x 2y 2y. 2Vax— 
dy _ 
ou 


Prema (131b): 
S _ “(a—?2x) _ a f dx dz 
s-// ] Pirate sj Vax— x? 
% : 9 
Odatle prema slici 140 imamo: | 


Vat—ax 


a a : ' 
- dx V 2 
i-11ves d=2 E = e- 
o o ' . o Pxma, 


8. == a 
_4a a—ax, _a f|/da—x z/ a 
mE a zJU rr ai KE Pduća 
o 


o v 
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Izračunaj površinu: 
i. kugline plohe x? + y? + z* = 100 zatvorčne između ravnina 


x=—8 i x=6 [S = 280 x] 


2. onog dijela ravnine < +5 + --1, koji leži između koordinatnih ravnina, 


kos 
[s =5 Vrearaaira pi 


3. onog dijela paraboloida y% + 2? = 4ax, koji odsjeca valjak 9? = ax 1 ravnina x = 3a. 
112, 
[s =-5 74 ) 


4. onog dijela_valjka x? + y? = 16, koji se nalazi između ravnine z = 2x i ravnine XY. 
[S = 128] 


f) Masa i kčordinate težišta ploha 


Znajući izračunati površinu S zadane plohe z = f(x, y), možemolako pos 
staviti formulu za određivanje: mase te plohe, ako je ploha pokrivena nekom mate- 
rijom, bilo homogenom ili nehomogenom. 


Pretpostavimo,. da je masa zadane plohe z = f(x, y)y koja je definirana u 
području o ravnine XY, nehomogena. To znači, da se njena gustoća n mijenja 
od točke do točke, ona je, dakle, funkcija od x i y: 


u=uixy9) 


Imamo slučaj posve sličan određivanju mase ravnih likova [vidi točku b.))j 
Uvrštenje formule (130a)“ u (123a) 


dm = u(x;y) *dS 


daje izraz za diferencijal mase nehomogene teške plohe zas (&)y)+ . 


dm = u(x y VI FPP dx dy 2 (132) 
m = f fulo x)\TFPTTax dy | (1320) 


a odatle je: 


masa nehomogene plohe z=/f(x,y) gustoće u =u(x,y). 
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Ako je ploha homogena, gustoća u = konst., pa m stavimo ispred znaka inte- 
grala, dok jezau=1lm= S. : i : 
Primjer | ' : 
Izračunaj masu oktanta kugline plohe polumjera R, ako je gustoća u = xy. 
Kako je za kuglu : ' ' 


x + +z2=R Ba 
R : 
VrETra FFirg= == (vidi primjer 1. na str. 266), 


dobijemo prema (132a): 


ili nakon prijelaza na polarne koordinate 


R o'da 


mimi 


Riješivši posebno i to neodređeno drugi integral pomoću supstitucije p = Rsint 
dobijemo ' 


ku 
ra R 
m= Ro m VE—e|_ 
za M ra: soi ha 
o L 
IZ uže Ri 
EP na = 


Za koordinate težišta plohe lako možemo napisati formule, ako se sjetimo 
onoga, što smo rekli za koordinate težišta ravnih: likova i homogenih rotacionih 
tijela. [Vidi Dio II, & 7, 2. i 7.e)). 

Znamo već, da se koordinate težišta lika dobiju tako, da se njegovi statički 
momenti podijele s površinom, odnosno masom lika. 

Kako se ploha z = (x, y) nalazi u prostoru, statički se momenii plohe ne 
računaju obzirom na koordinatne osi, već obzirom na sve tri koordinatne ravnine 
KY, XZ i YZ, pa prema slici 139 koordinate težišta nehomogene plohe g = f(x,y) 
gustoće u(x, y), a definirane u području g ravnine XY glase: 


M M ' M 
x, = rraa Po »= s DA čira x, (133) 


268 


' i 
Tu je m masa plohe, a M,,,, M,,,.i M,,, Statički momenti plohe obzirona“ 
na koordinatne ravnine. 
Uzevši u obzir, da je statićki moment zirtecijatnć točke (elementa plohe) obzi- 
rom na neku ravninu jednak umnošku mase te točke i njene udaljenosti od ravni- 
ne, dobijemo prema formulama sustava (131) i (132),i slici 139: 


Na mj 
ša Ke 1+ (2) + (52) ae 


9 


krnje 


NE sjed y)+u(29) Vi+ (s) + (5 s) dx dy 
Kare A 


oj 


(139) 


To su koordinate težišta nehomogene plohe gustoće u(x,y). 

Ako je ploha homogena, u = konst., gornje se formule primaju jednostavniji 
eblik, jer se u krati. ? na 

Primjer 

Izračunaj koordinate težišta plohe homogene polukugle +) +2 = Re 
gustoće u = konst. (z > 0). . 


Budući da kuglina ploha nastaje rotacijom polukružnice' oko osi Z, težište 
te plohe leži na osi Z, pa je 


x =0, y, =0 


Uzevši u obzir, da jez = + VRS y? i da je prema pređašnjem 
primjeru : 


: R 
VNIIPFar= == 
Rey 


dobivamo prema trećoj formuli sustava (134): 
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\F=r=y._Rkdb R[ faxd 
ču | == [leo 


Rdxđ 2R' m 
[==> ha 


a nakon prijelaza na polarne koordinate imamo konačno: 


= 


2qr R 

do |pdo 
je / 2 _R 
A ——ZRn 2Rm 2.2 


g) Masa i koordinate težišta tijela 


Pretpostavimo, da je zadano trodimenzionalno nehomogeno tijelo. To znači, 
da se njegova gustoća u mijenja od točke do točke, ona je funkcija od x, y iz: 


gustoća u = u(x,y, z) 


U nekoj točki T(x, y, z) toga tijela nalazi se element volumena ZV =dx dy dg 
i mase dm. [vidi sl. 141 i formulu (108)] 


masa 
volumen 


Kaka je za materijalnu točku (element tijela) gustoća 1n = dobijemo: 


gustoća u točki T(x,y, z): 


dm 
u(x, 9 2) = ZV 


Odatle 


dm = u(xs y> z)dV 
ili 
dm =u(x,y, z)dxdydz (135) 
diferencijal mase nehomogenog 
tijela. 

Da dobijemo masu čitavoga tijela, 
moramo integrirati po volumenu V toga 
tijela, t. j. u smjeru koordinatnih osiju 
K, Yi Z, pa je 


m= [[[u(xy, aaa u (136) 
v 


masa nehomogenog tijela. 
Za homogeno tijelo (u =konst) m=u-V,azau=l,m=V. 
Govoreći o materijalnim plohama postavili smo jednadžbe (134) za koordi- 
nate težišta tih ploha, pa smo rekli, da je statički moment materijalne točke (ele- 


menta tijela) obzirom na neku ravninu jednak umnošku mase te točke i njene uda- 
ljenosti od ravnine. 


2T1 


Prema tome obzirom na sliku 141 i formule (135) 4 (136) dobijemo : 


Miu INI grami mrem 137 
S Tijana aga . 

M, E i J[15009,2) dx dy dz. 
NK I Eerzra 


koordinate težišta nehomogenog tijela. 
Ako je tijelo homogeno, gustoća g = konst. se krati. 
Primjeri x 
1.2 Izračunaj koordinate težišta homogene polukugle 22 + y! + zž = Rt pr u. = konst, 
az=0). 
Težište leži na osi Z, dakle . 
xa=0iy=0 


Računamo prema trećoj formuli sustava (137), koja za iomogeno tijelo (u = konst.),prima 
Gblik M na 


(a) 


Volumen kugle već smo izračunali (vidi str. 249), pa je V = E RS m. Računamo Mroy, a 


kako imamo integrirati po volumenu polukugle, prelazimio na kugline kootdinate, pa premu (T 1 
i'(118a) imamo: 


Mos = [fo cos 97 pt sin & do 49 do 
v 


T 
: ra R 
4 

s fivfavm nah Bre mu = 
o o 92 

l R «Ri 

=2vi, svoe g 

Prema (2)5 
mRt +. 3 3 
SADR S 
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2: Izračunaj koordinate težišta homogene krnje prine omeđene ravhinama -x bad 0, 
£=0 x=2, y=4, B 


x+yt+tz=8, 
Prema (137) i slici 142: 


dog IZIDIN 
naši eje ' 


7 8—x—y 


[i faorae Felefe | 


: 2 4 ' 22 za 
fs dx [B—x—ydy : fra: $—»—5 | 
uo o pa o ; 
kaba: 4 ž i za 
[fax [(8—x—y)8 A fa 8y—x»— S 
o 9 5 o o 


Sl. 142 


2 
[G2x — 40 —Beoda 


H > 


[02 — 4x —8jdx 


LA 


Na isti način dobijemo prema(137): 


Izračunaj to! 


3. Izračunaj koordinate težišta homogenog tijela omeđenog s 


y=Ve v=2Vas 220 x+z=6 (20 


18 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 
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Prema (137) i slici 143: 


\ 


6 2Vz 6—x 
J xrax fay fa: 
o ko 2 


o Vx= š 
6 
5 LE 
6x x 
Zvosb 
p) p) 

i E 
6x" se 
Pai 

2 2 


GO) 1 


Pesa“ a 


6 
(42x — 5x*)15 


\ 
o 


36 - 2.15 _18 


Na isti način dobijemo prema (137): 


. 


Odredi koordinate težišta slijedećih homogenih tijela: 


15, 1 
%=7 6 ž aa 


(7 + 68. — 5 > 67915 pa 


SPE 


jeavSe 


6 
[6-9 Vz > dx 


Izračunaj to! 


1. Kuglina isječka, ako je R polumjer kugle, a 2 e središnji kut osnog presjeka. 


3 22) 
[«-2Ren2] 


2. Tijela omeđenog #8 2x +3y=—12 =0, 39 x=0 y=0, z=0. 


[==5> mkanE 
£ ra E ini i) nm 


h) Momenti tromosti (inercije) tijela 


Znamo već, da se pod aksijalnim momentom tromosti ili, inercije materijalne 
točke obzirom na zadanu os rotacije razumije umnožak mase m te točke i kva-, 
drata njene udaljenosti od osi rotacije. Slično .se definirajušmomenti tromosti 


obzirom ria točku — polarni momenti tromosti, i obzirom. na ravninu — planažni 
momenti tromosti (vidi Dio II. $ 7, 3). 


Prema tome uzmemo li u nekoj točki T(x, y, z) trodimenzionalnog nehomo- 
'genog tijela gustoće u = u(x; y, z) element toga tijela mase dm, tada će momenti 
tromosti za taj element glasiti prema slici 141; 

Aksijalni moment tromosti obzirom na os X: 


dl, =" .dm 
a -kako je 2 =»+#2,a prema (135) 
dm = u(x, y> z)dV = u(x, y, z)dx dy dz 
= (9 +2) *u(x, 9 2) dx dy dz 


bit će 


Analogno dobijemo momente tromosti obzirom na osi Y i Z: 


dl, = (x + 2%) *u(x, 9 2) dx dy ds 
dI, = (2 +9): u(x, y, 2) dx dy da 


Da dobijemo aksijalne momente tromosti za čitavo tijelo, mo- 
samo integrirati po volumenu V tijela: 
A = [[fo+2)- u(%, y, 2) dx dy dz 
1 = [[[(%+2) > pl; 2) dxdyds (138) 
v 


L= f P [02 +9) > 1laea8) če dy de 


To su aksijalni momenti tromosti nehomogenog.tijela obzirom! 
na koordinatne osi. 


Na isti način dobijemo prema slici 141: 


polarni moment tromosti obzirom ns ishodište a koordinatnog 
Sustava: 


L=>1,= [[[(2+XH2) “u(s, 99.2) dedyda (139) 
i planarne šao tromosti obzirom na koordinatne ravnine:. 
Lu, =/[f= . u(x, y, 2) dx dy de 
v 
Lau= J[[s < play y, 2) de dy de (140) 
v ; ad 


Tps [ [[2 > u(x918) dx dy da 
v 
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'Ako je tijelo homogeno, gustoća u = konst. stavi se “ispred znaka integfala, 
a za'u == 1 dobijemo t: zv. geometrijske momente. tromosti. 

Rastavimo li svaku formulu sustava (138) u dva integrala, dobit ćemo obzi- 
tom na formule (140): 


= Eegr : 
bL= lj + jom (141) 
1 = 14 +1 


voz 


«a frastavljanje formule (139) u tri integrala daje sizidv na formule (140): 
L =a LA Lao + lay : (142) 
“Konačno zbroj formula (141) daje obzirom.na (142) 


L+L+1L=2, 
iti 


Lata +1+1) : o (143) 
“Spomenimo još na kraju, da se i za tijelo računaju centrifugalni momenti 


laz J xydm, l,= f xzdm i I=f yzdm, 
Kk vo 


v 


pri čemu se koprdinatne osi X, Y i Z zovu glavne osi tromosti tijela, ako su sva 
tri centrifugalna momenta, uzeta obzirora na taj pravokutni koordinatni sistem, 
jednaka nuli, a 1,, 1, i I, su tada glavni momenti tromosti. 

Pomoću avedenih formula možemo izračunati momente tromosti bilo kojeg 
homogenog i nehomogenog tijela. Međutim, ako je tijelo rotaciono i homogeno, 
njegove momente tromošti računamo mnogo jednostavnije pomoću jednostrukih 
integrala, kako je to pokazano u dijelu II. Repetitorija (& 7, 7.). 

Pojam momenta tromosti ima veliku primjenu u_mnogim područjima: nauke 
i tehnike, na pr. u mehanici i čvrstoći. 

Tako u mehanici postoji uska veza između momenta tromosti tijela, koje 
rotira, obzirom na os vrtnje, i kinetičke energije toga tijela. i 

Neka se neko nehomogeno tijelo gustoće u = u(x,), 2) i volumena V okreće 
oko osi Z koordinatnog sustava sa stalnom kutnom brzinom «w. Znamo, da je 
kinetička energija materijalne točke: 


E ==>5mno? (a 
' gdje je m — masa točke, a v — njena obodna brzina. Uzevši u obzir, da je obodna 


brzina v = polumjer rotacije puta kutna brzina = a:: o = prema slici 141 = 


*.=o Ve - +, dobijemo. prema (a) za element tijela; mase dm i volumen dV = 
s=dx dy dz: 
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( 


gustoće p = konst. i brida a obzirom na os Z:(sl, 144). 


dE, = dm o" (#%+y) 


a kako je dm = p(x, y, z)de dy dz 


dE,= Te (x +y) u(% y> z)dx dy dz 


mn 


a odatle , 
E, = ze [[[ (x +3) *ufx, y, z)dx dy dz 
“o 


ili prema (138): . 


) 
E = a0 


z 2 z X 


Kinetička energija tijela, koje se okreće oko neke osi sa stalnom kutnom brzi- 
nom, jednaka je umnošku polovine kvadrata kutne brzine i momenta tromosti 
tijela obzirom na os rotacije. 


U čvrstoći računaju se poglavito momenti tromosti poprečnih presjeka no- 
sača, dakle geometrijski momenti tromosti, t. j. momenti tromosti ravnih likova 


gustoće u=1. Tako, na pr., normalno naprezanje s u poprečnom presjeku Opte-, 
rećenog nosača u udaljenosti y od osi X računa se po formuli 


M -.y 
I 


2 


s = 


gdje je M — moment savijanja u dotičnom poprečnom presjeku nosača, a 1, — 
moment tromosti istog presjeka. Međusobno okomite osi X i Y, koje se sijeku 
u težištu poprečnog presjeka, jesu glavne osi 
tromosti toga presjeka, ako je centrifugalni mo- 
ment 1,, = 0. 


Primjeri 


1. Izračunaj moment tromosti homogene kocke 


Prema (138) imamo: 


= K[J Je aa ode 
\ 


a a a. 
= fax [02 + ay fas — 
o 92 o 
i a Ž a“ a 
33 a 
=vafax| 9+ >| — ua f (a4 Zjax - 
g o RN 92 2 
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a[f+8) dva dava dno 


22 3 
= po If+5: 


fgđje je m == ua? masa kocke. 
2. Izračunaj momente tromosti za pravokutni paralelopiped bridova a, b, c i gustoće 
u = konst., i to obzirom na osi simetrije, težište i koordinatne ravnine (sl. 145). 


Prema (138): 
+35 ++ +5 


tof[fosnaoa-ofefeje. Pm 


e c a 
LisnL+L£A 
+2 +2) 


b 
SI. 145 -$ 
b 'b 
+35 +5 
f + c % a 
uac | (+ Bou |Z+g» 
b b 
= 7 


bl+be 1 1 ' 
= uac aa ii +=:; m(b* + cf) 


gdje je m — masa paralelopipeda. 
Na isti način dobijemo: 


h=izna'+o) ; 1 -zme+ 


Izračunaj to! 
Prema (143): 
L ->u+ lIy+1I9) = 3 m(at+b'+ e). 


Prema (140): 
+2 ++ ++ 


Izoy s ae 


pa e_1 0 
=uabiz=ie 
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Na isti način: ' ; Z 


1 1 
bop izno Dana 
12 - > —12 7 
a . / 4 
Kontrola prema (142): laku 
i : 
a = 
1 7e +G 17 + E" : 
' 
i e 
-dZmae+n+o-r Ko y 


# 


“gy = lx = lyg = 0, jer su koordinatne ravnine ra- 
vnine simetrije za zadani paralelopiped, pa su X, Y i 
Z glavne osi tromosti. y 


3. Izračunaj masu, težište i moment tromosti SL. 146 : 
obzirom na os simetrije nehomogenog kružnog us- . 
pravnog šaljka polumjera osnovke R i visine %, ako je-gustoća u svakoj točki numerički jednak, 


kvadratu udaljenosti te točke od ishodišta koordinatnog sustava (sl. 146). 


Prema slici i zadatku 


gustoća u=rn=22+0T3=2+x2+), pa prema (136) imamo 


m [[fet+y+s)drdyds 
V B 


Budući da integriramo po volumenu oka prelazimo na cilindričke koordinate, pa prema 
. (116) imamo: 


m=[[feto"o+ p?sin?t o + zededo dz = 
V 


2x R R “hk 
zuje 6 fosma-iefon|oe+2|- 
. o o 
R R 
m o* h* p% m 
= u —_ do = KES RESAOINA ro ES ž 3 3 
nk f(e+72e)6 22| +75 ZA RG R' +219) 


Q 


Prema (137): 


[[ [2699+ 2)azayd: 
V 


m 


žz= 


Mrxoy m 
m 


Opet prelazimo na cilindričke koordinate: 


oš st 
seo [io fofo ovaa 


: 2719 


MRI RE a 


4 “2 


R 
=ZFRR + 
o 


Mexoy 3 h(R? + kh) 


ZG 


m 2 3R +2h? 
xa=0 3; n=0 Dokaži to! 


Prema (138): 
; ; 
=[f[ +9%)(42 +97 + 29) dx dy dz 
Z“ 


a nakon prijelaza na cilindrične.koordinate 


27 R hk 
t=f[[e (p" + 2%) p do do ds= faofo do'f.lo' + 29 dz= 
V a o o 


RC h 
23 
=2r e dp | pe +-r. 


o o 


R sa 
-2zk f(P+7e)e- 
9. 


B : R 
6 2. 4 
=2,4|-£+%.£ = h R2 R' + 1) 
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Izračunaj: 


1. Momente tromosti pravokutnog paralelopipeda gustoće u = const., ako se osi X, Y 
i Z podudaraju s bridovima 4,2 i € paralelopipeda, i to obzirom na te osi, obzirom na ishodište 
O i obzirom na koordinatne ravnine uz kontrolu rezultata prema (142). 


[&-—rm0 +eird ] 


2. Moment tromosti uspravnog kružnog valjka gustoće u == const. obzirom na os, “koja 
se podudara s promjerom njegova srednjeg presjeka, ako je Ah visina valjka, a R polumjer osnovke. 


[1 = S" (2 + 3R%) ze 


3. Moment tromosti uspravne kvadratične piramide stranice osnovke a i visine h, koja 
rotira oko svoje visine & (u = const.). 
za ah i a 
#730 710 
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€ 6. INTEGRALI, KOJI OVISE O PARAMETRU. NJIHOVO DERIVIRANJE 
“ I INTEGRIRANJE PO PARAMETRU 


1. Pojam parametra integrala > 


Pod parametrom integrala razumije se ona promjenljiva veličina, o kojoj 
ovisi podintegralna funkcija ili rakođer. granice integrala, dok parametar sam ne 
zavisi od promjenljive integrala. X 
Iz te definicije vidimo, da mogu biri dva slučaja: 

1) samo podintegralna funkcija ovisi o parametru, koji označimo s «, dok su 
granice integracije konstantne : 


DI 


b 
Fi) = [1(a) dx 


Jasno je, da vrijednost integrala ovisi o parametru «, pa smo je označili s 
F(a). 


2) Granice integracije nisu konstantne, već su također funkcije parametra a: 


a (a) 
F(o) = [ fixo)dx 
b(a) 


Naš je zadatak, da pokažemo, kako se derivira, odnosno integrira po para- 
metru « integral, koji ovisi o parametru. 


2. Deriviranje integrala po parametru 


a) Granice integracije su koen in: napr.ai ib. 


U tom slučaju derivacija integrala po parametru a jednaka je integralu de- 
rivacije podintegralne funkcije: po tom parametru a, ako su podintegralna funk- 
cija i njena parcijalna derivacija po parametru « neprekinute u intervalu inte- 
gracije [a, 0). 


To znači: 


b 
za F(a) = [1(2,0) dx 


b 46 
ro-z [16 e) dx = [e (144) 


a 


Kako vidimo, deriviranje funkcije F(x) po a svodi se-na deriviranje pod zna- 
kom integrala. To je Leibnizbvo pravilo. 
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Primijetimo, da ulogu parametra « može igrati. i y. 
Uvrštenje a = y u (144) daje: j 


b o» 
d Gi < DOF) ' 
g [1(09) ds JS dx (144a) 


y je parametar. 


x također može imati značenje parametra:_ 


b : bo. 
d of(x, 
rade? dy = [a (144b) 


x je parametar. 


Primjer 


1 a 
i) n(xt+y)dx = 


Kako su podintegralna funkcija i njena parcijalna derivacija po y neprekinute u granicama! ; 
integracije i za y > 0, t. j. u području Og x =1 i y > 0, imamo prema (144a): 


1 LI 
2 2 
tne [Ea - [=a - 
dy EEE 
uv o E 


re= integriramo po x, parametar y ne ovisi o x = 


: 1 
l x l 
=|2y-—arctg—| = 2arctg— 
"i : J | "5 
ua 
b) Granice integracije a i b su funkcije parametra a, t.j. a=a(x) i b=b(a). 


b(e) 
F (a) = [f(xe) dx 


a(a) 


F je sada funkcija ne samo od a, već i od a(a) i (a), t. j. F je složena funk- 
cija oda: 


2 F=la, ala), o)] 
Derivirajmo F po pravilu za deriviranje složenih funkcija, t. j. prema (87): 
dF_ o de da. o ab 
de do da Ob das o“ (a) 
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Prvi član desne strane 
b(a) 


ž- prema (144) = [Plaza 
a(a) 
Dalje 
S = —jf (aa) 
du prema pravila. za  deriviranje integralay po 
da donjoj, odnosno gornjoj granici (vidi Dig IL; . 
SKO t1(b,a) 19 


Uvrštenje u (a) daje: 


b(a) bay 


Se LJ 10) dx= [ZUG +8 100) 


a(a) a(a) 


s (145). 


Faktori /(0,: e) i f(a, &) u posljednjim članovima formule (145) jesu funkcije 
samo parametra a, jer se dobiju tako, da se u podintegralnoj funkciji f zamijeni x 
s B(a), odnosno s a(a). 


“Značenje parametra a može imati y:. Zamijenimo li u (145) a s y dobijemo: 


bo) : bo 
S [1009 = jaru 2f (9), +109) — 1 (0,9) (145) 
ks) f a(y) 

y'je parametar. . 


Isto tako i x može imati značenje parametra: 


bix) bo) 
d pa of(x, 2) +. db ze da 
[1 (09) 09 = [LOEB ay + 101) 32 — 1 (0,5) 2 (1456) 
* a(x) a(x) 
x je “parametar. 


Primjeri 


x NE 
1. £/» (x + y)dy = prema (145b) = I 9 c0s(x'ry) dy + 
Lj 
+ sna — sne 10% = |emea fea 2) gy: sin) 


sin x? 
= r——+ 


(x 
A. | + sint m Din 4 ma 
o 
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4y2—5y +2 ' k 
2 . (x5y — 3x) + 4y + Sx)dx = prema (145a) = 
sin(2y — 3) +-3y ? 
dyt5y +2 
— [6% — Gay + da + 149% — Sy + 22) —3 (Gt Sv + Dot 4 
sin (29 — 3) + 3y 
2+ 49 + 5 (49? — 59 + DIY — 5) — ([sin(2y —3) + Dl yi— 


— 3 [sfr(2y —3) + 319% + 4y + S [sim (29.— 3) + 3y]) + [2605 (29 —3) + 3) = 
 49t—5y+2 

: = |E. +4% | +0) = 

: sin(2y— 3) + Sy 


= gdje su s f(9) označeni svi članovi iza integrala = 


—[5 4 — 59 42) — K4yt — Sy #29 + 4 — 9+ D— 


—Zbii(2y=< 3) + 9P—3bsin(Qy— 3) + 99Py + 
+ 4 [sin(2y —3) + 3y]k +109) 
Uredi rezuktat! : 

Leibnizovo pravilo za deriviranje pod znakom integrala primijenjuje se._za 
računanje složenih određenih integrala. 


Navedimo primjer. 
Treba izračunati 


sad 7 
2 
dx | E 
(a? cos*.x + b? sin?x)? 
š : 
Izračunajmo najprije 
E 
Z 
F(ab) = = 


a3 cos? x + b? sin? x 
U 
Podijelivši brojnik i nazivnik imtegranda 8'costx i uzevši supstiruciju tg x = t (vidi Dio sh 
primjedba kod tipa VI.), eobijima nakon integriranja i povratka na prvobitnu promjenljivu*, ke 


Ž T 
I (b z_Ijfn m 
F(a,b) = a areig (> 18 ») X -5(3 —o) TI 
Dakle: : 
TT 
Z 
dx m 
F(a,b) = i o JE 
Po 03 cost x + b? sin? x 2ab (a) 
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“Smatrajući a parametrom derivirajmo (a) po a: 
T 
2 
IF (a,b) 
da 


dx . m 


Co] 
“da ačcotxkblsnx = 2ab 


žli prema (144): 


sla 


ča b) _ ' — 2a cos? x dx = n e p 2a 
o (ačcostx +b bisnixjt Jah 


T 
2 


cos? x dx __T (b) 
(a? cogšx + bčsinix)Đ  d4a'b 
(9 


'Sada smatramo, da je b parametar, pa (a) deriviramo po b prema (144): 


PE -[ozhtiža — 2b sin? x dx pepe) .—2b 
(a2 cos? x + b?sinž (a? cost x + bisinixt 2ab? 
z 
2 bs 
= sin? x dx _n, # (e) 
(a? cos* x + bt sin? E tab? 


Načinivši (b) + (c) dobijemo zadani integral riješen: 


2 
dx, _ = (1 ) 
(ačcost x + bis xi dab \a" uru 
e . . 
Deriviranje pod znakom integrala primijenjuje se često u tehničkim naukama, 
ra pr. u nauci o čvrstoći pri računanju statički neodređenih sistema po Casti-: 
.glianovom teoremu, koji kaže: . ' 


Ako je LE, potencijalna energija dika nosača, tada je 


1. SP =f = put hvatišta. vanjske sile P (tereta), t. j. progib nosača ispod sile P\ 


2 Se = 0, gdje je S statički neodređena nutarnja sila (naprezanje) ili reakcija 


nepomičnog ležaja. ' 
m. 
Budući da je potencijalna energija deformiranog nosača obično zadana u 
“obliku integrala, primjena Castiglianova teorema traži deriviranje pod znakom 
integrala. 
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Kako računanje statički neodređenog sistema pretpostavlja opširno znanje čvrstoće, odre- 
dimo po Castiglianu, kao primjer, samo progib f na kraju konzolnog nosača opterećenog silom P 
(sl. 147). 


Potencijalna energija Ey savinutog nosača glasi: 
b 


mE bje 
6 = sg Mia (a) 
a 
Tu je \ 


E — modul! elasticiteta materijala, od kojega je na- 
pravljen nosač, bo 


i 


1— moment tromosti poprečnog presjeka nosača 
obzirom na os savijanja, 


Mx — moment 'savijanja u udaljenosti x. 


S). 147 Prema prvom siavku teorema računamo progib f 
na kraju grede, t j. ispod sile P: 

a : 

JE, | Mx 
=5F = prema (a) i (144) = 5ET =y dx (b) 

a 
Za naš slučaj prema slici 147 imamo 
. Mx=P.x 
odnosno 

Mx? == P7x3 “(o 


dok je a=0 ib =1 (duljina nosača). 
Uvrštenje (c) u (b) daje traženi progib f zadanog nosača: 
d> 1 
aa 2 «er] _P Fi Pi 
“2/55 d==grj Peder“ im 


Izračunaj 
5x +2 sin x 
je ff G+y—at+a—p+ 6 
3x1—5c0sx +2 
tj 
2. Jera polazeći od TE 


. Iz tg + 


1 x 
2afa. Ya as+ 1 
3. Integriranje integrala po parametru 
Neka je zadan integral, koji ovisi o parametru «: 
j 
Fe) = [4 (x, a) dx 
da 


pri čemu pretpostavimo,.da su granice integracije a i b konstantne. 
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Tražimo integral toga integrala po parametru a i to od a do a t j. tražimo 
a LJ : b - + 
[Fed= [Urala [aa [5 (2,0) de 


Dobili smo dvostruki integral uzet po području ravnine aO.X. Prema pozna- 
tom svojstvu dvostrukih integrala, možemo promijeniti redoslijed. integriranja, 
t. j. najprije megi po parametru &, a zatim po x. 


[rea= [a [5(0)4 (146) 


To znači: Integral po parametru. a integrala s konstantnim granicama irite- 
gracije jednak je integralu, koji ima zadane konstantne granice integracije, a kao 
podintegralnu funkciju zadani integral s paramstarskim granicama integracije. 

Kako vidimo, to je pravilo slično Leibnizovom pravilu o deriviranju pod 
znakom integrala, pa možemo općenito kazati: 

Da se dđerivira ili integrira po parametru integral s konstantnim granicama 
integracije, potrebno je primijeniti te operacije na podintegralnu funkciju. 

Integriranjem pod znakom integrala, kao i deriviranjem, služimo se. za izraču- 
navanje nepravih integrala, kad drugi načini ne vode cilju. Na pr. na taj se način 
dokazuje, da je 


$ 7. EGZAKTNI DIFERENCIJALI I NJIHOVO INTEGRIRANJE 


1. Treba riješiti pitanje: uz koji uvjet predočuje linearni diferencijalni izraz 
P(x, y) dx + Q(x y)dy 
gdje su P(x, y) i Q(x, y) neprekinute funkcije s neprekinutim parcijalnim deri- 
vacijama u nekom području ravnine XY, totalni diferencijal neke: funkcije u = 
== u(x, y) i kakva je ta funkcija u?. 
Ako postoji takva funkcija u = u(x, y), za koji ie Pdx + Qdy = du, tada se 
izraz Pdx + Qdy zove egzaktni diferencijal. 


Pretpostavimo, da je P(x, y)dx + 20 .9)dy egzakrui diferencijal, t. j. to- 
taini diferencijal neke funkcije u = u(x, y 


du du 
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1z te jednadžbe slijedi: d 
P=5i0=5 (a) 
Derivirajući prvu jednakost po y, a drugu po x, dobijemo: 
OP_ ču | 20 _ 
dy dxdy Ox  'Bydx 
Kako je ; ' 


du du 
xy = dy0x 
imamo 
2P_2Q 
dy ox o 


To je nužni uvjet, da izraz Pdx + Ody predočuje totalni diferencijal neke 
" funkcije od (x, y y). To znači: ako je diferencijalni izraz Pdx + Qdy totalni diferen- 
cijal neke funkcije u = u(x, y), tada funkcije P i Q zadovoljavaju uvjet (b), ili, 
ako funkcije Pi Q taj uvjet ne zadovoljavaju, tada“ne postoji funkcije, čiji bi totalni 
diferencijal bio Pdx + Qdy. 

Pokažimo sada, da je taj uvjet i dovoljan, t. i. dokažimo: 


dd 


ako je uvjet ra = 3x punjen, tada diferencijalni izraz Pdx -+ Qdy predočuje 


totalni diferencijal neke funkcije u(x, y). Dokaz. provedimo tako, da uz pretpo- 
P-0Q 


stavku uvjeta i gra izvedemo funkciju u(x, y) takvu, da je du = Pdx + Qdy.. 


Iz (a) vidimo, da tražena funkcija u(x, y) mora zadovoljavati jednadžbe 


du 2 “u , 
Pig) i ay Lo) (o) 


Ako postoji bar jedna takva funkcija u(x, y), koja zadovoljava te jednadžbe, 
tada postoji beskonačno mnogo takvih funkcija, koje se međusobno razlikuju samo 
za konstantu, jer bi ta konstanta otpala pri deriviranju tih funkcija po x i po y. 
Odredimo onu funkciju u(x,y), koja bi u nekoj unaprijed zadanoj točki, na pr. 
točki (X,> Yo), bila jednaka nuli. 


Iz prve jednadžbe (c) slijedi, da je : 
du = P(x, y) dx 
Smatramo li y nekim. parametrom, tu jednakost možemo napisati u obliku: 
du == P(x, y)dx | 
Integrirajmo sada taj izraz po x od x, do x uz čvrsti parametar y: 
u(xxy9) = [ P(xy) dx + 0 (9) (d) 


Xa 


gdje je P(y) kakvagod funkcija od y, koja ima derivaciju e'(y). 
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Vidimo, da smo mjesto konstante integracije, dobili bilo koju. tunkciju e 
parametra y, jer ta funkcija otpada pri: parcijalnom deriviranju;# po.x, budući 
da je konstanta obzirom na x : 

Funkciju p(y) odredimo iz (d) tako, da taj integral deriviramo po. Leibnizova 
pravilu po parametru y; 


u_ or de(y) _ _(2P,, dol) 
psi >|? (x.y) dx + < oda prema (1443) -[ 5% + aaa 
du 5 . aP_0Q " 
a kako je prema (c) = rd Q(x, >» a prema (b) zra Fra. dobijemo odatle 
(20 do(y) 
Q(xy) = [3 + dy 
ER 
20 20 


Računajući smatramo, da je y = const.,' 5 je dakle funkcija od samoga 
x,.a: budući da su integriranje i deriviranje inverzne operacije;: dobijemo: 


x 


d 3 đ 
O (xy) -lo/a9 # “E - O(x,y] —Q (xuy) + ze 
zo 
Odatle , 
d 
a == O(x,9) 
ili do(y) m O(x yldy 
Inregriramo od yo do y, dođavši konstantu. integracije C: 
as 
Pl) =fQ0(xsdy+C , 
y : 
Uvrštenje u (d) daje traženu primitivnu funkciju: 
Ea K7 3. . 
u(xxy)= [P(yjdx+ [O (soy) dy +C (e) 
' X x 


Tu su X y, konstante po volji. Njihove vrijednosti odabiramo tako, đa inte- 
griranje.bude što jednostavnije,,s.toga se razloga obično uzima x =0iy =0. 
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Time smo dokazali, da je uvjet 5 2 da Bije samo. nuždan, već i dovoljan, 
pa možemo zaključiti: « 


Da linearni diferencijalni izraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy predočuje 
totalni diferencijal du neke funkcije u=u(x,y),t.j. da bude egzaktni 
diferencijal, nužno je i dovoljno, da funkcije P(x.y) i Q(x,y) zado- 
vovaju uvjet: 


== ii zs—E= (147) 


Taj uvjet zove se uvjet integrabilnosti za diferencijalni izraz Pdx + Qdy. 
jer samo uz taj uvjet možemo izračunati 


f Pdx + Qdy 


Obzirom na (e) imamo u tom slučaju: 


J P(xy)dx+Q (m9) dy = [du(xy)=u(ny)= 

' (148) 

.z , 

= /P(m3)db+[Q(s,y)dy+C 
DEI Ya 
gdje su x, i ye neke konstante. 
Primjeri 

Pokaži, da su diferencijalni izrazi,“koji slijede, egzaktni diferencijali i izračunaj pripadne. 


primitivne funkcije: 


1. (20x2 — 2x2) + 2y)dx +(—17x + 2x +3) dy 
mm ee ua + a 
P : Q., 


Prema (147): 


BP BQ _ Pore m E 
: 9 roda 2 +2—=(—21 +2) = 0 


Zadani izraz.je egzaktni diferencijal! 
"Prema (148): 


u(xy) = [ ao— 21xty +2) dx +(-722 + 2x + 3) dye 


, 
u [ 00— 2lafy + 2y) dx + Je Iz + 2% 5.3) dy E Ci 


Xe y 
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pri računanju prvog integrala je y = const., jer integriramo samo po x, također su x i Ye, kon- 
stante X 


: x 
=155—y:725 + 29x 1+ 
. x 


g : : 
+|—7xy +2y+3y[+C= 5x — 7 y + Iv — Sxot + Ixgčy — Iza — 
» : 5 


— Txg?y + 2Xxey + 3) + TxečVo — = 3 +C = 5x — 7x2 + 2xy +39y— 


— Set + Tzdčvb— Daaa— Ja + C = So Ty +2 + 3+ 
A ———————_—<_ oš oo oo Po m a i ni cama a nm | 
Č 


Važna primjedba 

Iz našeg primjera vidimo, da se nakon uvrštenja granica integracije u rezultatu 
ukidaju svi mješani članovi, t. j. članovi, koji se sastoje od' faktora s x, i y bez 
indeksa, dok su članovi s x, i y, konstante pa ih spajamo sa C u jednu konstantu C,. 
Odatle slijedi jednostavno pravilo za integriranje egzaktnog diferencijala 
prema formuli (148): : . 


granice integracije se ne uvrštavaju, a pri računanju drugog 
Integrala izostavljaju se svi članovi s x, 


To pravilo odgovara u mnogim slučajevima vrijednostima x, =0iy=0. 
Riješimo sada naš primjer, prema_tom jednostavnom. pravilu :, 


x y 
u(x9) = [ oas—zrey+ 2)dx + [ei +24 3)dy+C- 


Xo yo 


= 5x — 722) + 2x9 +3y +C 


2. xdy — ydx 
4+) 
Napisavši taj izraz u obliku 
y x ; 
sio? FET 
—_— 
P (o) 
Računamo prema (147): 
IP_ Qg +y) > 1—2g? xy 
E E Ko RA EEL) 
BQ _QR+y) > 1—2at a Hy =y" 
x (43 + 97)? crs; (x% + y%)* 
5 - E. dakle zadani je izraz egzaktni diferencijal. 
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Prema (148): 


3 


pi par azre, E jja [Pee 
ui = f megtotsrog dy Ire 
ED 
y x 
Xo m4 
pe. PR pen ga ne D+C= 
+/-sipo+e [re u 
ye : Xa 
x 
2 *. &k x x 
--./-5 C=—y-. riki S C = ZAR +C 
. rme" pes 
3. 5 xdy —y dx 
! [0] P 
o) \ oo _ I 
Er dx 
Pre) : 
S + rao zadani diterencijalni izraz nije egzaktni diferencijal, pa nema funkcije u(x,y), čiji 
bs 


bi totalni diferencijal du bio jednak zadanom izrazu x dy — y dx. 


2. Funkcije P(x, y) i Q(x, y), koje ulaze u gore promatrani diferencijalni 
izraz, funkcije su dviju nezavisnih promjenljivih x i y, pa su definirane u nekom 
području ravnine XY. To je dakle slučaj funkcija definiranih u ravnini. 

Uzmimo sada slučaj, kada zadani linearni diferencijalni izraz ima oblik 


£ 


Z P(x,y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, 2)dz 


gdje su P, Q i R neprekinute funkcije s neprekinutim parcijalnim derivacijama. 
Sada imamo slučaj funkcija definiranih u prostoru, jer su sve tri funkcije P, Q i 
R funkcije triju nezavisnih promjenljivih, pa su definirane u nekom trodimen- 
zionalnom području. 

Treba riješiti slični zadatak kao pod 1.: tražimo uvjete, kojima moraju zado- 
voljavati funkcije P, Q i R, da zadani linearni diferencijalni izraz bude totalni 
diferencijal neke funkcije u(x, y, 2), t. j. bude egzaktni diferencijal, i odredimo 
ti funkciju u(x, y, z). 


Opet pretpostavimo, da je Pdx + Qdy + Rdz egzaktni diferencijal, t. |. 


2 du du Ju 
Pi d = PA Jv Er 
dx +Qdy +Rdz =du(x,y,2) radna gp g 
Odatle slijedi: 
. Adu ' pra i 
P= 3z> 98 P derivirajmo po y 1 z, 
du ATONA : 
Q = —, pa Q derivirajmo po x iz, 


dy 


fu ded X 
R => pa AR derivirajmo po xiy.. 
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Dobijemo: 


AP 0*u 


dy s Oxdy i 
BQ _ du X 
dx 0px? 
BR du, 
da ame 


Iz tih jednakosti slijedi: 


' 


IP_0Q , P_2R 


20_P_4. MR_XQ_ 
dxody Oz 


To je nužni uvjet, da je Pdx + Qdy + Rdz egzaktni diferencijal. 


par rak dak rana 


AP ou 
Oz OxOZ 
AQ o*u 
Oz o Oy0z 
OR _ du 
dy = dzdy 
IQ _ AR 
Fran 
AP oR 
* oz 2x 


(149) 


Vidimo, da su se uvjetu slučaja u ravnini pridružila sada još dva uvjeta. 
Može se pokazati na način slični onome kod slučaja u ravnini, da je taj uvjet 


dovoljan i da je u tom slučaju: 


FP (x.92) dx+0Q(xy92) dy + R(xy,2) dz = f du=u(x»z) = 


x y z 
= | P(syz) dx+ [Q(x,9,2) dy + [R (xy YoZ) da +C 


gdje su %, )4 1 2, bilo koje konstante. 


ž% 


(150) 


Pri integriranju pridržavat ćemo se istog pravila, koje smo postavili za ravni 


slučaj: 


Graniće integracije ne uvrštavamo, a pri računanju drugog i trećeg integrala 
izostavljamo mješane članove, t.j. članove, koji sadrže x,, y i z odnosno x, i £. 


Uvjet (149) je uvjet integrabilnosti za prostorni slučaj. 


Primjeri 


Pokaži, da su linearni diferencijalni izrazi, koji slijede, egzaktni diferencijali i odredi 


pripadne primitivne funkcije. , 


1 Š gesii) + 2 * dz 
z š 22 
= = = 
P [0] R 
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Prema (149): 


AP Te) AP _oQ 
= 0 i S, 70, > dakle ee 
aP 1 BR t IP aR 
MOT hE Tar Ee raz 
Q__ 3, 8R_ 3 2Q_ AR 
ez odo? o pao dy 


Zadani izraz je egzaktni diferencijal! 
Prema (150): 


e J+ a—[ 204 [upio m 


E 
4 


Li 3 
=-—*——y+0+C= 


yzdx + xz'dy — xy uz 


S iyt+z 
_ y2 xZz e xy 
s Bračno nrg 
——— > _ 
P [02 R 
Prema (149): 
2P_ Gy 2) Z—gyz e Det ZB zsijyiz 
dy (x2 9% + 22)? E (x2y92 + 29) > 
BQ _ (x2y7 + 2%) 2 — xZ +. 2x)? E 23— xyz 
dx (x2y% + 22)? (5% y Lj + 22)? 


Na isti način dobijemo : 


RS o en 
dz (x2y% + 22)? * 0x (x2 9% + 22)% 
BQ _ xy" xa? BR = xšy*— xaf 
Oz (yt+22) > By (xy + 27)? 
. 2 XP O AP AR QAR 
Vidimo, da je raven vri Prava 
Prema (150): 
z 
= f_2e_ E J XoJo 
u(x%y,2) J Zao x+ SE za dy — RA H 
pr Z, 


dz+C= 


= ate tg (2) +C 


Izvedi isto za " 


«dx 4ydy +zdz 


KETETI (u=VETFTS +0) 


& 8. EGZAKTNE DIFERENCIJALNE JEDNADŽBE. 
EULEROV MULTIPLIKATOR 


To su diferencijalne jednadžbe, čija je lijeva strana egzaktni diferencijal, t. j 


totalni diferencijal neke funkcije u = sio y)h Prema tome egzaktna diferencijalna , 
jednadžba _ima_općenito oblik 


P(x, y)dx + O(x, y)dy = 0 


Pri rješavanju tih jednadžbi razlikujemo dva slučaja: | 
Prvi slučaj 


Lijeva strana zadane“ diferencijalne jednadžbe u tom obliku, kako je zadana, 
već je egzaktni diferencijal, t. la ispunjen.je uvjet (147): 


oP _oQ 
dy 0x 
U tom slučaju rješavanje diferencijalne.jednadžbe svodi se-na primjenu for- 
mule (148), koju izjednačujemo s nulom. 
Primjeri ' 


Riješi diferencijalne jednadžbe 


L dx + (x —2y) dy. 0 
_ He 


Prema (147): 


Diterencijsina jednadžba je egzaktna! 
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Prema (148): 
x » E 
fe dx + [ oe'—diy+C- o 


e > 


x kA 
& fa—2fyd+C-o0 
% BL 


xe&—y+C€=0 ... opće rješenje. 
3x2 2 2x dx 
2. m dy = = 
Za + EE mb 
y 
Prema (147): 
BP — 2x +397. 6x 
oy »" g 
Boa. E. 
x ( )- Ez 
Prema (148) 
2 y Lk 
[Za+[ "=y Fc 
že Yo 
2r LI 3% 
3X 
£ [+44 [(G— 2) o+c-o 
Sj suma Br 4 . 
Ke * X 
ox 1 
=>——+C=0 |-9 
pro y | J 
x — 98 + Co? =0.... opće rješenje. 
Napišemo li zadanu“diferencijalnu jednadžbu u obliku 
Bb 
dx (3 —y) 
ili . 


2xy 


ai 3x2 — 2 


dobijemo homogenu diferencijalnu jednadžbu prvog reda, pa je možemo riješiti i NA mačin na- 
veden u dijelu 11. Repetitorija $ 10, 2. d). . 


( 
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Međutim, rješavajući tu diferencijalnu jednadžbu kao egzaktnu brže, i: jednostavnije đola- 
zimo do općeg rješenja. , 


xdy vdx 
že Pakt aco 


ili 


Prema (147): 
' AP _ x —? 
dy (22 + 97)? 


O x — y3 
dx GR 


Prema (148): 
Ej 
[(- sigle+|aže dy + Ci. 0 
Xa 
Ej Bi 
dx : 
fes) veo 


Ea - 


x—arctg Ki +C=0 . opče rješenje. 


s. zrišek 
u x%lnx 
ili 


dy va —! 


dx x nx 


Odatle 
' yi dx+xnxdy =0 


Prema (147):. 


ex aya?! hnx 


AP: —i i IQ 1 
a » y R "e S y 
Iy sa Inx +x KO“ Z +lnx,.y% 


: 


Prema (148): 


Ks x — dx+ | nna+c-a 


ELE Je 
x? + 
y>. +0+C=0 


1 +€=90.... opće rješenje. 
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Riješi egzaktne diferencijalne jednadžbe: 


3 ž x . 
Mo o b-obzletle+tairlo- 


x 
hxy—aret + +c-o] 
[oca 


2 2 dx + 2 dy — zxytdx— ty dy = 0 
(—xy +9 +CO = 0) 


\ x 
[e—arctg 5 + c 0] 
Drugi slučaj 


“Pretpostavimo, da lijeva strana diferencijalne jednadžbe oblika 
P(x, y)dx + Q(x, yjdy = 0. (a) 


nije egzaktni diferencijal, t. j. 


U tom slučaju ne možemo integrirati diferencijalnu jednadžbu, jer ne postoji 
funkcija, čiji bi totalni diferencija! bio jednak lijevoj strani jednadžbe, pa moramo 
"najprije pretvoriti izraz u lijevoj strani jednadžbe u egzaktni diferencijal i tek zatim 
integrirati. U tu svrhu rreba odrediti t. zv. Eulerov multiplikator. To je 
neka funkcija u(x, y), kojom množimo obje strane diferencijalne jednadžbe (od 
toga se opće rješenje jednadžbe ne mijenja), pa tako pretvaramo lijevu stranu 
jednadžbe u egzaktni diferencijal, koji možemo zatim integrirati. 

Pomnožimo, dakle jednadžbu (a) nekom funkcijom u(x, y). Dobijemo: 


Pudx + Qudy = 0 


Da lijeva strana te dobivene jednadžbe bude egzaktni diferencijal, nužno je 
i “dovoljno, da bude ispunjen uvjet (147), t. j. mora biti 


2(Po) _ a(Qu) 


dp. Ox. 
* 0, 02. od 00 
kala ak rar 
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Me. pldik. 0.00 


1 

rem uy dy dx 

. ču 1 0. Bna_1 du 

»Bijae al e ie o s 
imamo “ 


dinu Jinu IP _0Q 
———P A (151) 

Jasno je, da će svaka funkcija u(x, y), koja zadovoljava jednadžbu (151), biti 
'Eulerov multiplikator za zadanu diferencijalnu jednadžbu (a). Jednadžba (151) 
je dakle diferencijalna jednadžba Eulerovih multiplikatora jednadžbe (a) i to 
parcijalna diferencijalna jednadžba, jer je traženi multiplikator funkcija dviju 
promjenljivih x i y, pa u diferencijalnu jednadžbu ulaze parcijalne derivacije. 
Teorija parcijalnih diferencijalnih jednadžbi dokazuje, da jednadžba (151) ima 
beskonačno mnogo rješenja, dakle naša diferencijalna jednadžba (a) ima uvijek 
Eulerov multiplikator. : 

Međutim, praktički nismo ništa napredovali u rješavanju zadane diferencijalne: 
jednadžbe (a), jer rješavanje jednadžbe (151) nikako nije lakše od rješavanja po- 
lazne jednadžbe, pa se moramo ograničiti samo posebnim slučajevima određivanja 
Eulerova inultiplikatora u(x, y). 


i. Pretpostavimo, da je multiplikator u funkcija samo od x: u = u(x). 
Tada u (151) 


dinu _ dinu S dinu 
dx dx * Oy 


jer u u ne ulazi y, pa jednadžba (151) prima jednostavniji oblik: 


dina 1 (22. 20) (152), 


“dx Q 


To je obična diferencijalna jednadžba, koju možemo lako integrirati. 
Slično imamo, ako je u funkcija samo od y, t. j. u = u(y). 
Tada. je . - 


dna _4 din: dinu. 
dx > oy dy 
pa jednadžba (151) prima oblik: 
dnu _ 1(00_ 2aP (152) 
dy o P\dx 9, 
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Primjeri 
1 (Zayt— gda +(9 +2 +3) dy = 0 
Prema (147): 


Z-E- do=pejasća 
AP 80 
rss rod + 0 , dakle lijeva strana zadane diferencijalne jednadžbe nije egzaktni diferencijah. 


tPretpostavimo, đa je n = 1(2). Da se uvjerimo da to stoji, računamo prema (152): 


dm 1 (2P_30), 4z2—2, 
dx Q\dy dx] y»+x+y 
? 


Vidimo, da u nije funkcija samo od x, jer u dobiveni izraz ulazi i y. 
Uzmimo sađa, da je u = u(y), pa računamo prema (152a): 


dinu _ 1 100. oP e Li me 2(2xy.—1) 2 
4 P Pla >) o 2xy—y kisa saw—D s 
Vidimo; da je u faktično funkcija samo od y. 
integriramo dobivenu jednadžbu: 
x 
din PA : 
' že Sea? 
dlnu = — 22 
j Odatle 
hnu=—2Idny 
hnu=dhny— j 
u= ze jea . Eulerov multiplikator. 


! 
Tim multiplikatorom množimo zadanu diferencijainu iednadžbu:, 


a 


i 1 ' S 
Go — gi i hano) ge 6% 
Kako ie sada Z-3 = jer je 


3 


Pa jez 1 


ži x 1) 1 
i ia =— =—l1+5>+- = ' 
dy y 9 dx st; » 


ale 
kis 


intregriramo prema (148) jednadžbu (b): 


i x ' m đ . 

[(e—_)Ja=+ [(1 žar DJo+c-o 
J : KA y 

Ka BL] 


Fo “=. +yJ + hy+cC =0.. opće rješenje. 
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2. (xsiny + ycosy) dx + (2 c0sy —g sin »dy = 0, . (a) 
Prema (147): : 


aP 20 : rama anti 
By os rena Pos ep e doji pin PD (b) 


Neka je u = u(x), tada prema (152) i (b) imamo: 


za 7 os I  xcosy 5 sin (x.cosy —y siny) =1 
m e_ovisi oy. 
dinu = dx 
nu =x j 


u=e... Eulerov multiplikator. “ 
(a) množimo s =e m 


ex (xsiny + y c0sy)dx + ex (x cos y—y sin y)dy.=.0 


2 OP 0Q ._. 
Sada je de jer je 


S = e*(xcosy—ysny_+ c05y) 


E- e* cos y + (x 05y — y siny)e* = e*(c0sy + x cosy — sing), 


pa prema (148) inamo: 


Ej E y * 
Jea siny + y cos y)dx + IE cosy —ysny)dy+C=0 
x P , : 


Odatle ' 
' siny(xet —et) tetycosy +C=0 
ili ' 
ex (x siny —siny -++ yc0sy) + C =0 ,... opće rješenje. 
Primjedba > 


Iz navedenog vidimo, da se diferencijalne jednadžbe. oblika) . 
P(x, y)dx.+-Q(x, y)dy = 0 


lako rješavaju, ako je lijeva strana jednadžbe egzaktni diferencijal) t) i; akolje 
ispunjen: uvjet integrabilnosti 


301. 


Međutim, ako taj uvjet nije ispunjen, moramo: najprije odrediti 'Eulerov* 
multiplikator, a taj znamo odrediti samo u posebnim slučajevima, kad je multi> 
Plikator funkcija samo od«x ili samo «od y. 


Iz toga slijedi, da diferencijalne, jednadžbe oblika 
P(x, y)dx + O(x, y) =0 


ukoliko nije ispunjen uvjet integrabilnosti, treba u većini slučajeva rješavati na 
drugi način, izbjegavajući traženje. Eulerova multiplikatora. 


Tako, na pr., ako su funkcije P(x, y) i O(x, y) homogene funkcije. istog 
stepena 1, tada se diferencijalna jednadžba dade prikazati u obliku 


a to/je homogena diferencijalna jednadžba I. reda, koju znamo riješiti uz šupsti- 
tuciju z. = lvidi Dio II. $ 10, 2. d), Tip IL]. 


Isto.tako znamo riješiti separacijom promjenljivih jednadžbe oblika 


dy_ax+by+c 
dx ax+by+c, 


odnosno 
(ax +by + G)dx — (ax +b,y + c,)dy = 0 
[vidi Dio-II. & 10, 2. g)). 


Važnuž primjenu egzaktnih diferencijala nalazimo u termodinamici kod izvo- 
đenja . matematičkog: izraza za entropiju (vidi Bošnjaković, Nauka o toplini 1. 


btr. 63). 
Riješišdiferencijalne, jednadžbe: 


PZ) de (x2y%* — 1) dy = 0 [ k-55 ay +35+0-0 ] 

2 Ž+2x—y) dx —2y dy = 0 lu=e; e(Q2—y) +C =0] 

25 9? | 9" 

Giza dah (— gy! HI) dy = 0 [u->; Zls-Z+1)+c-o0] 
4. (UPraydr— x dy = 0 [u si; Kara, še o] 

od < x» LJ gy u 2 


8 9. KRIVULJE U PROSTORU 


1. Jednadžbe prostornih krivulja 


Dosada je bilo govora samo o ravnim krivuljama, t. j. o krivuljama, čije 
«točke leže u jeđnoj ravnini. Uzmemo li tu ravninu za koordinatnu ravninu XY, 
. glasi jednadžba te ravne krivulje , 


y=f(x) di Fexy)=0 
Ako sve točke krivulje ne leže u jednoj ravnini, imamo prostornu krivulju, 


pa.je za određivanje položaja njenih točaka potreban prostorni koordinatni. sustav 
XYZ. : ; 


Prostorna krivulja može biti zadana na dva načina: 


1. kao presječnica dviju zadanih ploha: 


(x, Y> z)=0 
(153) 
1x JV» z) = 0] 
Na pr. sustavom jednadžbi 
++ =4 
x*+yv=2ry 


zadana je prostorna krivulja kao presječnica kugline plohe, kojoj je središte u isho- 
dištu a polumjer R = 2r, i uspravnog valjka: : 

X + = 2ry ' 
ili Ki: 
X +(9—2ryj =0 
šli 


*+ly—r=r, 


kojemu je središte osnovke u točki (0, r, 0), 
a polumjer je. r (slika 148). 

Uklonimo li iz jednadžbi (153) jednu 
promjenljivu, a zatim drugu, na pr. zi x», 
dobit ćemo jednadžbe 


PX y) = 0 
(153a) 


Q(y 2) =0 


koje predočuju ortogonalne projekcije prostorne krivulje na koordinatne ravnine 
XY i YZ (u deskriptivnoj geometriji rekli bismo, da smo odredili projekcije pro: 
dora zadanih ploha na ravnine mi re ' ' 
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Prostorna krivulja može biti dakle zadana i svojim projekcijama u*dvije ko- 
ordinatne ravnine. 
Uklonimo li, na pr., iz jednadžbi (a) promienljivu : x tako, da drugu jedna- 
džbu uvrstimo u prvu,“ dobit ćemo 
Uy +2=4r “ 
2=4—2 


ili 
šli 
2=—2(y— 21) 

To je projekcija prodorne krivulje zali kugle i odljta na ravninu YZ (na 
m,), i to parabola s vrhom u točki (2r, 0). 

2. Praktički se najviše služimo parametarskom jednadžbom. prostorne 
krivulje. Do nje dolazimo promatrajući prostornu krivulju kao stazu pomične 
točke, t. j. kao geometrijsko mjesto svih njezinih uzastopnih položaja u prostoru, 

Gibanje točke u prostoru posve je određeno, ako je u svaki moment # poznat 
položaj točke ili, drugim riječima, ako za svaku vrijednost # možemo izračunati . 
koordinate x, y i g pomične točke. Na taj način dolazimo, do jednadžbe pomične 
točke u prostoru: 


x =x(t) 
\ y=y() (154) 
z=z(t) 


S 


Budući da te jednadžbe određuju i stazu toćke, one su istodobno i para- 
metarske jednadžbe prostorne krivulje. 
Uklonimo li iz jednadžbi (154) parametar t, dobit ćemo jednadžbe (153). 
Primijetimo još, da se često parametar £ ne smatra vremenom, već mu se 
4daje.značenje neke druge veličine, koja se mijenja pri gibanju točke, na pr. kut 
zaokreta i td. : 
, Kao primjer izvedimo parametarsku  je- 
dnadžbu cilindričke spirale (zavojnice). 
Zamislimo, da se po jednoj kružnici; koja 
je presjek uspravnog valjka polumjera osnovke 
*, okomit na njegovu os, okreće .jednoliko sa 
stalnom brzinom a neka točka. Istodobno se 
ta kružnica giblje translatorno po plaštu valjka 
s konstantnom brzinom 2. U tom slučaju opi= 
suje točka u svom dvostrukom gibanju pro- 
stornu krivulju, koja se zove cilindrička spirala. 
Na slici 149 prikazana je spirala u desnom 
koordinatnom sustavu obzirom na primjenu 
vektorske analize u teoriji prostornih krivulja. 
Okreće li se točka po kružni — protiv 
kazaljke na satu, nastaje desna spirala ili desni 
vijak (kao na slici 149), u protivnom suau 
SI. 149 = lijevi vijak. 
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Neka se u neki moment £ pomična točka nalazi u točki T(x,y, 2), tada uzevši 
za parametar 2 polazni kut projekcije T' točke T na ravninu'.X Y, dobijemo prema 


slici 149: 
x=r.cosi 
ys=r<snt 
Što se tiče aplikate z točke T, ona je iednaka visini, na koju.se podigla točka 
za vrijeme £', t.j. : 


=b1! mike, <ufB) 


Za vrijeme !' točka je prošla po kružnici put AP = =a :1,aiz slike vidimo, 
da je AT" =r*<r pa je 


*=r-.t 
odatle. Pas 
. a 
Uvrštenje u (b) daje \ 
z=b.—t 
ili . 
z=a ' 
gdje je pere a 
a a 


Tu je + omjer stalnih brzina gibanja kružnice po plaštu valjka i točke 


po toj kružnici. 
Prema tome 


x =rcosr 
yersni (155) 
z=a 


parametarska jednadžba cilindričke spirale. 
Kada kut z dobije vrijednost 2m, točka T će se vratiti na polaznu izvodnicu 


AB valjka, pa će se dignuti na visinu 
=c.2n 


Ta visina 
hL=2nu 
zove.se uspon vijka, pa uvrstivši u treću jednadžbu sustava (155) c = a do- 


bijemo parametarsku jednadžbu spirale u obliku 
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y=rsnt (155a) 
m h t 
dg: 5 


gdje je h = 2xc = uspon vijka, 


Rekli smo, da uklonivši iz parametarskih jednadžbi prostorne krivulje. para- 
metar _.£, dobijemo prostornu krivulju kao presječnicu dviju. ploha, 


Pokažimo to na primjeru. | 


Prostorna krivulja neka je zadana parametarski s 


x=r+a 
= č=? 
z = \2a(a—1) 
Kako je iz prve jednadžbe : 
i=x—a 


uvrštenje te vrijednosti z u drugu i treću jednadžbu daje: 


y=V\d—(x—a)' 


z = Vlafla— x) 
ili 
(x—a)+y=a 
: (a). 


2" = —2la(x—2a) 


Zadana je krivulja presječnica kružnog i paraboličkog valjka, a ortogonalne 
projekcije zadane prostorne kriyulje u ravninama XY i XZ su kružnica i parabola, 
Zbrojimo li jednadžbe (a), dobit ćemo jednadžbu kugline plohe 


ŽRy + 2 = da 
To znači: zadana prostorna krivulja leži na kugli polumjera 24, a presječnica 
je kugline plohe s gore navedenim valjkastim plohama. 


U daljnjem ograničit ćemo se na proučavanje: prostornih krivulja, čije su 
iednadžbe zadane u parametarskom obliku. 
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2. Jednadžba tangente na prostornu krivulju 


Tražimo jednadžbu tangente na prostornu krivulju 


r=x(1) | 
y=y(1) 
z =z2(1) | 


u točki T, (X Yo» Zo) krivulje kojoj odgovara vrijednost ;, parametra (. 
Dademo li parametru. 7, prirast Az po volji, dobit će koordinate točke T, 
priraste Ax, Ay i Az, pa ćetočka T, zauzeti na krivulji nov položaj T (vidi. sl. 150). 


Jednadžbe sekante T,T znamo napisati prema (41): 
' *—& = 7 PoE ga E: 
(a +Ax)— 2, (yt+B9]—y, (2 Fdz)—z, 
Gili ' 
X = KLI > Z—ža 


dx Ay Az o 


Kako je tangenta granični položaj sekante, kad točka T idući po krivulji-teži 
točki T, kao limesu, moramo prijeći na limes tako, da Ar-—>0, pa prema tome 
i Ax—>0, Ay>0iAz—>0. U tu svrhu podijelimo sve nazivnike u jednadžbi 
(8) s Ar: 
> _9—9%_ž2—&%, 

Ax dy Az 
Ar Ar Ar 


i pređimo na limes pustivši da Az teži nuli. Na 
granici ćemo dobiti: 


da gdo gdz (156) ' 
zh. (e o raj ' SI. 150 

To je jednadžba tangente na prostornu krivulju u točki krivulje 
T,(Xx» Yo» ZA parametra r,. 

Vidimo, da su koeficijenti smjera tangente jednaki derivacijama koordinata 
PO parametru ; u točki 7, krivulje, pa prema (39) možemo lako izračunati ko- 
ficijente smjera tangente. 

Pomnožimo li sve nazivnike u fozmuli (156) s dt, dobit ćemo , jednadžbu tan- 
gente u obliku 


*—x _ Je I 2—%, 156a 

dx dy dz C ) 

koji je najopćenitiji, jer nezavisna promjenljiva nije označena, pa može hbi- 
ti bilo, koja koorđinata ili bilo koji parameta1. 
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3. Jednadžba normalne ravnine na prostorni krivulju 


U točki T,(X, Y,» 2.) prostorne krivulje 


x=x(1) 
y =9(1) 
z =z2(1) 


možemo povući bezbroj normala, t.j. pravaca, koji su okomiti na tangenti u toj 
točki krivulje. Sve te tangente leže u jednoj ravnini, koja je okomita na tangenti, 
a prolazi diralištem. Ta se ravnina zove normalna ravnina na krivulju u za- 
danoj točki T,(X, Y»» ZA krivulje (vidi sl. 151). 

Znamo jednadžbu (50a) ravnine kroz zadanu točku T,(X4 Yo &): 


A(x—x)+B(9—9y9) +(2—2) =0 (a) 


Normalna ravnina je okomita na tangenti, koja “prolazi istom točkom 
T(Xo> Yo ZA krivulje, pa uzevši u obzir, da su prema (156) koeficijenti smjera 
tangente z 


x(t), (lt) i 21 


imamo prema (58): 


dl a BE ro 
xa yi) =) 
Odatle ' 
_ x (1) _y(1) 
= Za) >? B, KI 
SI. 151 Uvrštenje u (a) daje:> 
(«x—x)alt) +(O—v)vla) +(8—2)#(16) =0 (157) 


To je jednadžba normalne ravnine na prostornu krivulju u točki 
krivulje T,(x, y,p 2) parametra £, 


4. Rektifikacija i masa prostorne krivulje 


Tražimo duljinu luka prostorne krivulje 


x=x(t) 
y=y(). 
z=e(t) : 


od točke A do točke B, kojima odgovara ju ,vrijednosti parametra £,» odnosno -f, 
(sl. 152), 
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Smatrajući, kao u slučaju ravne krivulje, da su dx, dy i dz beskonačno male 
veličine, dobijemo prema sl, 152 primijeni prostorni Pitagorin poučak Slijede 
izraz za ; 


kvadrat diferencijala luka prostorne kri- , 
vulje 


ds = dx + dy + de (158) 
Udatie je 


= \dč + dy + dz? (158a) 


Iz iste slike dobijemo kosinuse smjera tan- 


gente na prostornu krivulju: Sl. 152 
dx o, dy, dz 
osa == so o60 B= iS cosY = g (159) 


Pomanožimo li i podijelimo li desnu stranu formule (1584) s dr, dobijemo ds 
u obliku 


/ dx\2 dy 
a) (+ (GQ) +(2)e (160) 
ili 
OTE AČETNOH (1604) 
a odane je ' 
s= (VJ ra] FG) de (161) 


To je duljina luka prostorne krivulje zadane parametarski. 


Pretpostavimo, da je prostorna krivulja pokrivena nehomogenom masom gu- 
stoće u = u(x,y,2). 


Tada je masa elementa krivulje 
i 
dm = u(x,y, z)ds 


D 


a odatle uzevši u obzir formulu (160a) i uvrstivši u dm x=x(1),y=y( JA 
zg == z(t) dobijemo: 


masa nehomogene krivulje 


- "=/i le(1), (1), =(4] KEOEREORSZO da (162) 
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Kao primjer izračunajmo za cilindričku spiralu. - 
x =rcos 
y = rsnt 
zZ =et 


jednadžbu tangente. u točki T,(x,; Yo Z 2 parametra 1,, a također duljinu:jednog 
zavoja spirale (sl. 149). 


Računamo prema (156): 


, x'(t) = —r sint 
y (ti) =rcost 


za) =c 


pa uvrštenje u (156) daje traženu jednadžbu tangente: 


i 


X — X _9—),_%—% 


—rsint, reost, c 


Izračunajmo sada pm (39) kosinus kuta y, što ga tangenta na, spiralu za» 
itvara s osi Z u točki T, spirale: 


/ c 


Voset trosi +e 


lili 
c 


05 Y = Vere : 


a kako je c = gdje je h uspon vijka, dobijemo: 


: h 
Ca Yo= : h 


e) = 2) mie) 


Vidimo, da kut, što ga zatvara cilindrička spirala s osi Z, ne ovisi o koordina- 
tama točaka krivulje, već jedino o polumjeru r valjka i o usponu 4 vijka. To znači: 
cilindrička spirala siječe sve izvodnice valjka pod istim kutom v 
(sl. 149). 

Iz toga slijedi, da će cilindrička spirala poprimiti oblik pravca, ako plašt valjka, 
na kojem leži spirala, razgrnemo u ravninu, jer samo pravac siječe u ravnini para- 
lelne pravce (izvodnice valjka) pod stalnim kutom. 


Da se u tosuvjerimo, izračunajmo duljinu luka jednoga zavoja spirale (jednog 
hoda vijka). 
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i<ućunamo_ prema (5Qi): 


+ 


2 g u a 
s=[\Fdfrfrosi+e dd 


2 VFTe.|ll[-apre | 


ili uzevši, da je c = A dobijemo 
2n 


JEO - vere 


Iz toga izraza vidimo, da je duljina “luka: spirale jednaka duljini dijagonale 
pravokutnika, kojemu su stranice 2rr — opseg osnovke valjka i # — uspon vijka, 
t. j. pravokutnika, u koji se razgrne plašt valjka (sl. 153). i 5 

Prema tome, razgrnemo li plašt valjka u ravninu, zauzet će cilindrička spirala 
u dobivenom pravokutniku položaj dijagonale, t. j. pravca. 

Iz toga slijedi novo važno svojstvo cilindričke spirale: : 
luk cilindričke spirale je najkraća udaljenost dviju točaka na 
valjku. NS A 

Krivulja na plohi, koja prolazi dvjema zadanim točkama plohe i koja daje 
njihovu najkraću međusobnu udaljenost, zove se geodetska linija dotične 
plohe. Znamo, da je za ravninu geodetska linija pravac, za kuglu — luk najveće 
kružnice, a sada smo pokazali, da je za valjak geodetska: linija cilindrička spirala. 

.Navedimo još jedan primjer. ' ' 

Izračunaj masu prvog zavoja cilindričke spirale 


x=rcost | 
y =rsnt 
ž=ct 


alo je gustoća u svakoj točki krivulje jednaka kvadratu radijvektora te točke. 
Prema sl. 149: 


radijvektor OT = \r7 +s*= \7 +“ 
pa je gustoća u =r7"+d8 
Prema (162) i obzirom na pređašnji primjer imamo: 


2 
m=/[(P+02P) V- +. .da= 


2mo. j 
-vrre| Pi+o 7 —VFFO (at + me) 
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5. Jednadžba oskulacione: ravnine 


Pod, oskulacionom  zavninom zadane točke» T,(x,> Y» 2) prostorne krivulje 
razumije se granični položaj“ravnina, koje prolaze. tangentom' na krivulju u točki 
T,, a paralelne su.$ tangentom povučenom na krivulju u nekoj drugoj točki T., 
kad točka T, idući po krivulji teži točki T,, kao limesu (sl. 154); 

Zamislimo ravninu, koja prolazi tangentom T,A u točki T, prostorne krivulje 
i pravcem T,B', koji j je paralelan s tangentom T, B u točki T, krivulje. Pustimo li 
da točka T, idući po krivulji teži točki T, kao limesu, tada će se ravnina, koja pro- 
lazi tangentoni T,A i pravcem "paralelnim s tangentom u točki T, okretati oko tan- 
gente T,Arpa, će težiti nekom graničnom položaju. Taj granični položaj zove se 
ravnina oskulacije ili oskulaciona ravnina u točki T, prostorne 
krivulje. . 

Vidimo, , da -oskulaciona “ravnina “sadrži “uvijek tangentu povučenu na pro- 
stornu krivulju u dotičnoj točki. Redovito oskulaciona ravnina dira i siječe krivulju. 
Iz definicije oskulacione ravnine jasno slijedi, da se za ravnu krivulju oskulaciona 
ravnina podudara“ s:ravninom krivulje. : S 

Oskulacionu ravninu u točki T, prostorne krivulje možemo definirati i kao 
granični položaj ravnine, koja prolazi točkama TT T, i T, prostorne krivulje (vidi 
sl. 154), kad točke T, i T, idući po krivulji teže. točki I kao limesu. 

Na temelju te' druge definicije izvedimo 
jednadžbu oskulaciana ravnine u točki T, pro- 
storne. krivulje 


x=x(t), y=y(0) i s=z(1). 
Znamo opću jednadžbu ravnine 
Ax+By+Cz+D=0 (a) SL. 154 + 


Ravnina prolazi točkama T,(x,, 90 2)> T(%9 99 Z) i TAX» Yp 2), dakle 


Ax+8B+Ca+D =0 
Ax+8Bx+Ca+D=0 (b) 
Ax+8By+C2z+D=0 | ; 


Kako sve te tri točke leže na s dije možemo jednadžbe (b) prikazati u jedno- 
stavnijem obliku. 


Uvrstivši u jednadžbu (a) : j 


x=a(1); y=gft)s z=a(1) 
dobijemo :: : 
Ax(1) + By(t) + Cz(a) + D =0 
To _je funkcija, samočod £, označimo je s F(1): 


P(1) = Aš(6) ++ By() + Ca(t) +Di=f0. (0) 
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Točke Ty Ni T; kojima odgovaraju vrijednosti parametra toolri Lp» leže 


1 
na krivulji, a prema tome te: vrijednosti parametra «moraju, zadvoljavati jedna- 


džbu (c), pa jednadžbe (b) možemo napisati u“obliku: 
F(t) =0; F(t) =0; F(t) =0 


Po Rolle-ovom teoremu (vidi Dio I. & 11) derivacija funkcije FF mora se. po- 
ništiti bar po jedan put u intervalima od £, do t, i od 4, do ,t,, t. j. 


F'(') =0 i F(a")=0 : 
gdje je << i h<t<i, . (d 


rane 


FP") =0. 
gdje je đa : ; ' (e) 
Prema tome jednadžbe (b) možemo napisati. u obliku 

Ft) =0; F(')=0; F('") =0 (f) 


Neka sada točke 7, i T, idući po krivulji teže-točki T, kao limesu, t. j. neka 


Tada će prema (d) 


a dakle prema (€) i 


pa jednadžbe (f£) primaju na granici ablik 
F(1,) = 05. F(a)j =20; F4(4,) = 0 
ili prema (c): 


Ft) = Ax(1) + By(1) + Ce(1) +D=0 
F(n) = Ax'(1) + By (1) +C2 (1) =0 
F"(1,) = Ax"(t,) + By"(£) + C2"(1,) = 0 


Uzmemo još u obzir, da oskulaciona ravnina prolaži točkom. Ta(X9 Yos Zo)> 
pa njena jednadžba prema (50) glasi: 


A(x—x,) +B(y—y) +Cla—2.,) = 0. 
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Posljednje tri jednadžbe: 


 A(a—x) + B(y—y,) dO bj =0 
o Ax'(2) + By (2) +Cz'(t) =0 
Ax"(t) +By"(r)] +C2"(r) =0 


čine homogeni sustav s tri nepoznanice A, B, C. Znamo, da takav sustav ima rje- 
šenja različita od očevindnih, ako je determinanta sustava jednaka nuli (vidi 8.1, 3). 
Prema tome je: | 


(1) (ya) 201) 
IZABERE ZAREZA 


| X —%.. V9-)% ze, 
| o) * (163) 


jednadžba oskulacione ravnine. u točki T,(x,, Y,» 2,/ parametra rt, 
prostorne krivulje. 


Primjeri 


1. Napiši jednadžbu oskulacione ravnine u točki A(r, 0, 0) clindričke spirale x = r cos tv 
yersnt; z = et (sl. 149). 


Da odredimo vrijednost parametra £, koja odgovara zadanoj točki AC, 0, 0, uvrstimo ko. 
ordinate te točke u jednadžbu spirale. : 


Dobijemo: r=rcot ; 0O=rsnt o, O=cet 
Slijedi kQ=0 
Računamo prema (163): 
x =rcost y =rsint 2 z o=cit 
x =—rsnt y =recst ži =c 
x" = —rcost s" =—rsnt z'"=0 


a u točki A parametra r=464=0 


ša =r JM =0 ž& =0 
x =0 yo= zo '€ 
x“Q —r s=0 240 
Uvrštenje u (163) daje 
*—r y 2 
o 7 € = 0 
—r 0 0 


Razvijemo E determinantu po elementima prvog retka, dobijemo traženu jednadžbu osku« 
lacinne ravnine: 


(x—=r). 0—ycer +zr= 
ili : x : 
&wy—rz=0 
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Iz te jednadžbe vidimo, da je u točki A(r,0, 9 spirale oskulaciona ravnina okomita“ns 
ravninu. YZ i ima ža trag u toj ravnini. pravać z=— A koji prelai ishodištem O koordinatnog 
sustava.“ Oskulaciona ravnina: sadrži dakle os X : : 

2. Odredi jednadžbe tangente i normalne i Gakujačicne ravnine u točki tg. 1, krivulje 
x=t—1 ; vž1+a 3 z=42—3t+1 


Računamo: 
x =3 y=1+2 = 1293 
: x" =6 y = z = 241, 
autočki 4 =1 ' 
X% =0 Mh =2 % =2 
*-.=3 y =3 Za 
x"=6 Je =2 z = 24 


x 1—2 z—2 


3 39 
ili 
i = »z: pa 2: .. jednadžba tangente. 
x+3+ly—2X) -3+(2—2) +9 =0 
ili M pakt 
x+y+32—8=0 ,... jednadžba normalne ravnine. 
x »—2 z—2 
(3 3 9 =0 
6 2 24 
iti s: : 
x y—?2 z—-2 ; 
1 l 3 =0 
3 LI 12 
Odatle : 
x.9—(y—2) -3+2—DED=0 
ili NE: 


9x—3y — 22 + 10 = 0 ... jednadžba. oskulacione ravnine. 


Odredi jednadžbe tangente i normalne i oskulacione ravnine za krivulje: 


hLx=l ; »= jj z=d4 u točki ty = 1 


2? —1 = ; * 
ke + = Š x+y+82 —35 =0 ; 16x—24y'# x —12.—0] 


B 
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Rx=B-—l ;y=t+1 3 z=85 utučkir=2 


x—3_y—3_2—8 
4 I.R 


3 &x+y+122—111 =0 ; 6—1dy—: +260] 


3.. Izračunaj duljinu luka krivulje 
x=ecst 3 s=eAsnt z z=e 


od točke A(1,0, 1) do točke; kojoj odgovara vrijednost # parametra. 


[s = V3(#—1)] 


6. Jednadžba prostorne krivulje u vektorskom obliku ' 


iZnamo, da svakoj točki T(x, y, z) prostora možemo dodijeliti radijvektor 


> 


r=xi+yj+zk 


, li da je tim vektorom 7 položaj točke T u prostoru posve određen (sl, 155) 


Ako se točka T giblje u prostoru opisu- 
jući neku krivulju, tada se njene koordinate 
mijenjaju u zavisnosti od vremena ili nekog 
drugog skalarnog parametra, pa staza točke mo- 
že biti zadana jednadžbama 


x=x(t);  y=ylt)s z=z(1) 


Međutim, pri gibanju točke T mijenja se 
i radijvektor r, pa će se njegova zavisnost od 
parametra t izraziti jednakošću 


SL. 155. ; T(1) = x(1)f + 9(0)) + 2(1)k 


Uzmemo li obratno, da je zadan zakon, po kojemu se mijenja radijvektor r 
točke T u zavisnosti od parametra rz 


= (1) 


tada je određen zakon gibanja točke u prostoru, dakle posve je određena i njena 
staza. ' 

Mjesto tri parametarske jednadžbe prostorne krivulje imamo sada samo jednu 
vektorsko-parametarsku jednadžbu krivulje. 

U :mnogim je slučajevima zgodno uzeti za parametar r duljinu s luka krivulje, 
koja se računa'od neke početne točke A po-volji izabrane na krivulji. Tada vektorska 
jednadžba. prostorne krivulje glasi: 


r=r(sj 
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U daljnjem tumačenju prostornih krivulja služit ćemo še radi jednosravnosti 
izvoda osnovama vektorske analize, koje smo izložili u točki 8. $ 2 (vidi to!), prii 
čemu jednadžbu prostorne krivulje uzet ćemo. u vektorskom obliku. , 


7. Zakrivljenost prostorne krivulje 


Zakrivljenost prostorne krivulje mjeri se promjenom smjera njene .tangente, 
pa se definira na isti način kao i zakrivljenost ravne krivulje. (vidi Dio II. $ 4). 


Neka je prostorna krivulja zadana jednadžbom 


rerns) o, 
pri čemu vrijednosti s duljine luka krivulje odgovara točka T' krivulje (sl. 156), 

Dademo li tom luku s prirast As, dobit ćemo na krivulji točku 7" parametra 
(s+40s). U tim točkama T i T“ konstruiramo tangente na krivulju i dodijelimo 


> — Ba : _ 
tangentama jediničke vektore r, i £/. Sada prenesimo paralelnim pomakom ort t,/ 
> > “ 


u točku 7 i-označimo s AQ kut između ortova £, i £,. 
Zakrivljenost prostorne kriyulje u njenoj 


točki T(s) = 
=K=lmot (a) 
Iz slike vidimo, da je vektor 
Boeiek 
U drugu ruku, spojivši točke 8 i C lu- 


kom kružnice, kojoj je središte u T, a polu- 
mjer 1, dobijemo 


Pomnoživši u izrazu (a) za zakrivljenost K brojnik i nazivnik s | 4, | 


koi? "lerl 
As—>o AS Ar. As 


i uzevši u obzir, da je prema (b) Ao = BČ, a | Ar, | = tetivi BC, dobit ćemo 


TR VA JA E Ko 
PS DO AS “I A - (€ (9 


jer je granična vrijednost omjera luka i pripadne tetive jednaka > 
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Uzmemo li u obzir, da je 


dr > 
= g ča 
S 
_> o 
jef vektor Z ima smjer tangente na krivulju, a njegova je duljina jednaka 1, kao 
granična vrijednost Gera duljine tetive i duljine pripadnog luka, kad posljednja 
Ke : 
Keži nuli, i da je Sa P= E tada je prema (c) zakrivljenost prostorne krivulje 
dr, d'r 
K = TE FI (164) 
BR dr 
Izrazimo apsolutnu vrijednost vektora Fra skalarnim komponentama. 
Uzevši u obzir. komponente Predin vektora 
+ dr (dx dy SI dr Ci dy dz 1642). 
jr aca dd aldo ds as ( , 
dobijemo za zakrivljenost K krivulje x = x(s) 
y=y(s) 
z=z(s) 
uiltočki T,(s) krivulje formulu: 
ar En rm 
- (4 Ve ++) o) 


pomoću koje računamo, zakrivljenost prostorne krivulje u zadanoj točki krivulje. 
Recipročna. vrijednost . zakrivljenosti K daje polumjer zakrivljenosti krivulje: 
u dotičnoj točki: 


o a eb 
P= K 7 
: (164) 


Navedimo .dva primjera. 
1. Odredi zakrivljenost i “polumjer zakrivljenosti cilindričke spirale 
x=r0t z; y=vsnt : zemci 
u točki spirale parametra £. ' 
. 
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Budući da su u formuli (1646) derivacije uzete po parametru s, izračunajmo prema (161) 
daljinu luka s spirale, koja odgovara parametru tz, pa izrazimo parametar t sa s: 


L4 
s [Vesni +rosit+rtadđd=\(fra. T= iVara 
d ; : o 
Odatle 
ne Biv 
“vrra 
Uvrštenje u jednadžbe spirale daje: 


ye rs =; z= 8 
V+e Ve+a 


X = TCOS 


na: pas? 
Ve+ a" 
Sada računamo prema (164b): 


dx r s dy i dz € 


ds Vare Vira 6 -grrs ra sre Ta Para 


A r 
K = ATA Fra == konstanta 
odatle 
lo r+ea 
Pare konstanta 


Zakrivljenost čilindričke spirale konstantna je 'u svim točkama krivulje. 


2. Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti krivulje 


um točki parametra ta = 1. 


Budući da u formulu (1646) ulaze derivacije po duljini luka s, dok je parametar zadane 
krivulje 4, računamo najprije prema klen) 


$_ VAOTPOTO 


Dobijemo: 
5 dx _ d_aQ.. dz 
Fraza MEF ha BR ei 
pa je 
SeVvčridiridš=rVirara (a) 
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Ez +1, odnosno ds + dt, bitćei s +1, pa kako je z funkcija od s, treba parametar: 


ske jednadžbe zadane krivulje derivirati po s po pravilu za deriviranje složenih funkcija, u uzev- 
ši u obzir, da je prema (a) 


Kako je 


da _ 1 
boaVit+tasta 
Dobijemo: 
ax _dx dt 2 
&odd o Vi+naio 
s_d 4 _ 
ds đt od V 1+ 8+ 
de _ da dt _ 1 
ds đa ds Vi + 13 + u 
Vdatle 
Virarnai=f ae 
dx d (5) do IVVike+n 1 
dt odr\d] “ds l+ 4+ aVvika+n 
 21(2 +28 +2 — 13 — DE) +2 
21(1 +12 + 2)? ZaTETO 
E dBx\_1 
a u točki parametra & = 1: u S), g 


Na isti način dobijemo: 


(£2) -o; (si 
dsho* dsl 3 
Prema (164b): 


Zakrivljenost u točki krivulje t z 1: K= JE + La = u 
Polumjer zakrivljenosti u istoj točki: 


Lo Ema 
K"V2 2 


8. Glavna normala, Binormala. Rektifikaciona ravnina. Osnovni trobrid 


Govoreći o oskulacionoj ravnini u nekoj točki T prostorne krivulje, rekli smo, 
da oskulaciona ravnina sadrži uvijek tangentu povučenu na krivulju u toj točki T. 
Budući da je normalna ravnina okomita na tangenti, ona je okomita i na oskula- 
cionoj ravnini. Presjek normalne ravnine i oskulacione ravriine zove se glavna 
normala u dotičnoj točki T prostorne krivulje. 

Pravac, koji prolazi zadanom točkom T prostorne krivulje, a okomit je na 
oskulacionoj ravnini te točke T, leži:također u normalnoj ravnini, a zove se bi- 
normala prostorne krivulje (vidi sl. 157). > 
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Ravnina, koja prolazi tangentom i binormalom prostorne krivulje, zove se 
rektifikaciona ravnina, ; : Kao: 

Prema tome, svakoj običnoj točki prostorne krivulje možemo dodijeliti ošnovni 
pravokutni trobrid, kojemu su bridovi, tangenta, glavna _ normala i binormala, 
dok plohe trobrida čine oskulaciona O, normalna N i rektifikaciona ravnina R 
(vidi sl. 157). . pra dj : : 

Kada se točka T giblje po krivulji, premješta se u prostoru i trobrid tako, 
da se njegov vrh T skliže po krivulji. Pri tom gibanju mijenja se od. točke do točke 
smjer krivulje, ali uzajamni položaj elemenata trobrida ostaje uvijek isti: 

Dodijelimo tangenti, glavnoj normali i binormali u nekoj točki T prostorne 

>> S 


. > > >> 

krivulje r == r (5) jedinične vektore t,, 1, i 6, pri čemu ort tangente z, orijenti- 
—> X ' 

ramo u smislu povećanja parametra s, ort x, glavne normale usmjerimo prema 


> 
konkavnoj strani krivulje, a požitivni smisao orta ž, binormale odaberimo tako, - 


SI. 157 SI. 158 


>> > > 


da vektori £,, 1% i b, čine desni pravokutni sustav, drugim riječima, b, orijentiramo 
BA ; X 


> ' 
obzirom na 5% in, na isti način, kako je koordinatna os Z orijentirana obzirom na 
osi X i Y. i ; i “ 
Prema tome obzirom na definiciju vektorskog produkta i sliku. 157 možemo 
pisati: 
-+ -+ > _> > 
t 


h=n Xx a h=uxm s n=b X b ' (165) 


Napišimo sada vektorske jednadžbe bridova i ploha osnovnog trobrida pro- 
storne krivulje. 


U tu svrhu izvedimo općenito jednadžbu ravnine, koja prolazi zadangm toč- 
kom T, a okomita je na zadanom vektoru a (sl. 158). ' 

Dodijelivši zadanoj točki T ravnine radijvektor m a po volji uzetoj točki M 
te ravnine radijvektor R, dobijemo nov vektor R mei Kako taj vektor leži u rav- 


> . 
nini, zadani vektor a je okomit na tom vcktoru, pa je skalarni produkt 


(Rera=t 
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To je jednadžba tražene rdvnine. 


Budući da je ort binormale b, okomit na oskulacionoj ravnimi, bit će 


(R—r)6 = 
jednadžba oskulacione ravnine. 
Analogno: | Kar 
(R—nu=0 (166) 


jednadžba normalne ravnine 
. : nn. 
i (R—>rjn=0 


jednadžba rektifikacione ravnine 


Tu je R radijvektor bilo koje točke, a r radijvektor zadane točke tih ravnina.“ 


\ 
Iste jednadžbe dobivamo za bridove osnovnog trobrida prostorne krivulje, 
samo mjesto skalarnog produkta ulazi vektorski produkt. 


= Neka je T(/r) zadana točka, a M(R)' bilo 


TR-F m 


koja točka na pravcu », koji je paralelan sa 
zadanim vektorom a (sl. 159). 
Tada je vektorski produkt vektora (Rt) 


ia jednak nuli, jer su ti vektori međusobno 
«paralelni, pa je 


SI. 159 (R—r) xa=0 


: jednadžba zadanog pravca r. 
Prema tome je 


(K—:) x pa =0,..... jednadžba tangente 
(R—7) x pe (ARANSE: jednadžba glavne normale (167). 
(R2) xbh= Dii jednadžba binormale. 


Pri izvodu formule za zakrivljenost prostorne krivulje r'= r(s) došli smo 
do vektora : 


di dr 
čija je apsolutna vrijednost u nekoj točki 7 krivulje jednaka prema formuli (164) 
zakrivljenosti X krivulje u toj točki T, a formula (164 b) određuje modul toga vek 
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tora u skalarnim komponentama. Pokažimo, da se taj vektor podudara s glavnom 
normalom na krivulju u točki T 

Znamo, da je vektor, koji predočuje derivacija jediničnog vektora, okomit 
na tom jediničnom vektoru (vida $ 28). dakle 


> 

dto, 
E Tata 
ds 


> 


z di ze : ž š : Pmramare 
Lj: vektor ZF stoji okomito na tangenti, leži dakle u normalnoj ravnini: krivulje. 


< Doha Za a Va s. 
Pokažimo sada, đa taj vektor o leži iu oskulacionoj  ravnini.. 


Znamo, da je 


Iz slike 156 vidimo, da je Az, stranica trokuta TBC, kojemu su druge dvije 
stranice jedinični vektori tangenata povučenih na. krivulju u točkama T.i T'. 
Kad As —>0, t. j. kad točka T" idući po krivulji teži točki T kao limesu, trokut 
TBC okreće se oko tangente TB i na granici, kad točka T' dođe u točku. T, padne 


u ravninu cskulacije krivulje, a kako je promjenljivi vektor An Stranića toga tro- 


kuta, ležat će i granična vrijednost vektora At, t. j. vektor du ču oskulacionoj 
b ds 
ravnini. Vektor dio leži dakle u normalnoj i u oskulacionoj ravnini, podudara se 
ds 
dakle s presječnicorh tih ravnina, pa ima smjer i smisao glavne normale krivulje. 


Znamo, da svaki vektor možemo prikazati kao umnožak njegove apsolutne 
vrijednosti i jediničnog vektora, pa, kako je prema (164) i (164b) 


lo > 
dr 


dij _|dr 
ds 


ds 


' 
=K= D » gdje je K zakrivljenost, a p polumjer zakrivljenosti Prom 


e 
storne krivulje r = s(0) irnamo: 


-— = .mM= 


Izrazimo sada u Pakala komponentama jednadžbe bridova i ravnina osnova 
nog trobrida prostorne krivulje. . i 

Jednadžbu tangente, a. također jednadžbe normalne i oskulacione ravnine već 
smo prije izveli za prostornu krivulju u točki parametra £. Podijelimo li sve.na= , 
Zivnike jednadžbe tangente (156a) s ds, dobijemo 
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jednadžbu dene na prostornu krivulju =a), odnosno 
x=x(s))y = =y(5)) z = z(s) u točki Te Paramona Sali 


z—x Y—JY _ #—% 


= EE > (169) 
(2). (2). (g 
odatle prema (157) 
(*—x0 (2), ib= -»0 (2). +(a—29(f zo. a7 


jednadžba normalne ravnine u točki Pirs0) krivulje. 


Na isti način prema (163) dobijemo jednadžbu oskulacione ravnine 
u točki To(so) krivulje: 


dy _ dz Az dx | ž dx dy 

ds _ de ds do ds o m 
diy (x—x0) + dz od (y—y0), + dx dy (z—z24) = : ( ) 
ds S M ds* ds (] g dst ds! o 


Odatle slijedi jednadžba binormale, kao pravca, koji prolazi istom toč- 
kom T,fso), a okomit je na oskulacionoj ravnini: 


M api A PE PORE dat o (172) 
dy_ dz dz dx dx dy i 
Frana &o od dod 


Vidimo, da formule (171) i (172) možemo lako napisari ciklički permutirajući 
promjenljive x,-y;i z. 


Da izrazimo i jednadžbu glavne normale u skalarnim komponentama, sje- ' 


> 


te. Kasna u : : 
timo: se, da vektor S ima smjer i smisao glavne normale i da je prema (168) 


ds ds 
Odatle 
Zeođi 
PT 
“dm do a dr 
. s 
pri čemu su prema (1642) ed S 2 i SA komponente vektora S ; 
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Budući da su komponente jadiciknća vektora: njegovi kosinusi: smjera, dobi 
jemo jednadžbu glavne normale u“točki Ta(S0) 2 


X — Ko 990 z— 
a? “gd 7 a 
(27 o s (2), di), 


Kako. je rektifikaciona “ravnina okomita na glavnoj. normali, .bit će 


(173) 


G= lee s [9+ ano (Zo (174) 


jednadžba rektifikacione ravnine-u točki T(5.). 
Primjedba 


Iz načina, kako smo došli do jednadžbi ( 169) do (174) slijedi, da u jednadžbama 
*(169) do (172) uklj. možemo derivacije po parametru s zamijeniti derivecijama po 
parametru 2, dok pri primjeni formula (173) i (174) treba derivirati po 
:Juku s krivulje. 


Navedimo primjer. 
Odredi jednadžbe bridova osnovnog trobrida krivulje 


> 


«=zsmn »=ZGE sine. 0055); zm gin 


u točki krivuljć parametra t = ty. 
Prema.(156), odnosho (169) računamo jednadžbu tangente: 


dA si Ni ia pen in? tg > "= 
(2), — sin te: eona (2), zd sin ta '+ c0s% to) = 608214 


—| = 
X EK) . 
pa je \ 


tražena jednadžba tangente. 
Prema (172) zamijenivši s s # računamo jednadžbu binormele: 


Prema (a): (2). = 2 ti “(28 5), =-sn2to; (2), - 


pa je nakon uređenja 


X—X I —JH_ z—Z 
=> s e = —— 
sin Bo €05 t, —i1 

Oš PRE zici PRP SRazonš- Sai 


*tražena jednadžba binormale. 
Da dobijemo jednadžbu glavne nermale prema (173), moramo prijeći na perametar 1. 
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Prema (160) i. (a) dobivamo | 


ds = 
s5= Vsntt £0s% t -+ cost t + cos? [ 


dt 
ili nakon. uređenja 
S B xa 
=—=0V2-. cot, aodateje —=-=——— 
dt V ž V2 . cost 
Računamo:; : 
: A dx _ dx dt sinteost _ sint 
ds kk BoOV2 cost Vž 
obo de. 
do Vi" ds V2 . : 
dx _d Ž 4 st _ 1 dy__. sni di _o 
da a "ds 2.c0st 2 dtooIcasa' df 


Odatle u točki krivulje parametra t = 1, 


(h-:: (2),--: (6-0 


*Uvrstimo li te vrijednosti u (173) i pomnožimo li sve nazivnike tako dobivenog izraza s 2 cos 8, 
dobijemo traženu jednadžbu glavne normale : 


X —-X_I—J 22% 
Le a 
COS tg —sin ta: 0. 


Odredi jednadžbe ploha osnovnog trobrida krivulje 


LEA 
*X=mi  1= 


V2 


ozemrint 


tu.točki parametra f, == 5. 


|*—>-o i-0i++1- 72] 


9. Torzija prostorne krivulje 


Rekli smo već, da prostorna krivulja ima zakrivljenost, koja se ni u čemu 
ne razlikuje od zakrivljenosti ravne krivulje, a karakterizira brzinu promjene smjera 
krivulje, odosno brzinu, kojom se mijenja otklon krivulje od pravca (tangente).. 

Međutim, prostorna krivulja, koja se ne da smjestiti ni u jednoj ravnini, ima 
još i drugu zakrivljenost — torziju, koja pokazuje brzinu, kojom se mijenja 
otklon krivulje od ravnine i to od oskulacione ravnine,.jer od svih ravnina, 
koje prolaze pod anom točkom krivulje, najviše se prujabijnje krivulji ravnina osku- 
lacije. . 


+ 
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Znamo, da se kut dviju ravnina mjeri kutom njihovih normala, a kako binor- 
male stoje okomito na ravninama oskulacije dotičnih točaka prostorne krivulje, 
torzija se mjeri promjenom smjera binormale. Prema tome postupajući. na slični 
način, kako i pri definiciji zakrivljenosti, dobivamo: : 


torzija krivulje pres u točki T(s) 


==lm "= (a) 


gdje je 4 kut, što ga čine jedinični vektori: di i T, binormala povučenih u zadanoj 
zočki T krivulje i u nekoj susjednoj točki T'. 


Kako je oskulaciona ravnina ravne krivulje ona ravnina, u kojoj leži sama 
krivulja, torzija ravne krivulje jednaka je nuli, jer su binormale u svim točkama 
ravne krivulje međusobno paralelne, pa je Ay =0. Dvije zakrivljenosti imaju 
dakle samo prostorne krivulje, čije točke ne leže u jednoj ravnini, pa se stoga zovu 
krivulje dvostruke zakrivljenosti. 

Na način posve sličan onome, koji smo primijenili pri izvodu formule za 
zakrivljenost K, dobivamo: : * 


ši du 
torzija === 


db, 
ru 


(175) 


Da dobijemo drugi izraz za torziju T, sjetimo se, da je prema (165) 


b=tXn 


pa taj vektorski produkt derivirajmo po s prema formuli (35): 


Ze di dm > m 
dh S de rija nee prema (168) — 1, x S mx = 
Pe sA 
= prema (24) = 1 X ik 


Znamo, da vektor, koji predočuje derivaciju jediničnog vektora, stoji okomito 


>. 


kaaa . d Pe ko=d A z ; 
"2 tom jediničnom vektoru, dakle vektor Li) okomit je na d,, t. j. na binormali. 


ds 
Znamo također, da vektorski produkt m stoji okomito na jednom i na drugom. 
faktoru, t. j. na pg i » dakle vektor" Dje okomit i na tangenti. Budući .da 


ps 


ds 
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= 
g db kova : 23: : i i 
je vektor Za okomit i na binormali i na tangenti, on se poduđara, kako se to vi 


di iz slike 157, s glavnom normalom krivulje u dotičnoj točki krivulje, pa je 


ili prema (175) 


E = E z na 
S o ' sm dh 
Dvostruki predznak u posljednoj formuli tumači se time, što vektor E 


m, z 
može imati isti ili suprotni smisao od vektora no. 
Dok se zakrivljenost prostorne krivulje uvijek uzima. po svojoj apsolutnoj 
vrijednosti, torzija se smatra pozitivnom, ako pri pomaku duž krivulje vrtnja bi- 
. > 
normale biva na desno obzirom na jedinični vektor £, tangente. 
Obično se posljednja formula piše s predznakom minus: 


dese a (176) 


Uvedemo .li polumjer torzije P, kao recipročnu vrijednost torzije Tr, t. j. 


pi = s tada formula (176) prima oblik: 


=sr=>-— ' (176a) 


Pomoću treće. Frenet-ove formule [vidi dalje (178)] možemo izraziti torziju 


e > + 
dr dr iZ 


zutočki To(se) krivulje pomoću skalarnih komponenata vektora režiran 
| dy dz i 
ds odo ds | 
d*x dy dz | 
|dt odsto od 
dx d'žy dz 
ds ds oods 
r= dina + 2) + Bio (177) 
(ash. + (2). (zi. 
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'Kako vidimo, u većini jednadžbi elemenata prostorne krivulje derivacije su 
uzete po duljini s prostorne krivulje. Uzmemo li za parseka neku drugu veli- 


činu, dobit ćemo mnogo kompliciranije formule. 


Navedimo primjer. d 
Treba izračunati torziju krivuije \ 


x=eds"nt; y=dcost; z = 


u bilo kojoj točki krivulje parametra t. 


Prema (160) "računamo ži: 
s e (cost + sint); Da dei — sni; = 


= čViosr+ sni +lesi—snijirki=eV3 


ra 


Odatle >. ma 
ds oeV3 


sada računamo prema (177): 
: \ 


1 tost —sint dy sine cost. dio. 


žele) dio cost—sint dy__ 
di. al\dsh s \3 eV3 Ze ds ži 
dx (E dr —2cost Go 2001 dy __ _2sint , deo 
ds dr\d2) ds Ze eV3 = 3e8 V3“ d? 3 eV3' ds? 
Uvrštenje u (177) daje: 
Brojnik = : E 
Cost + sint cost sn t 1 
mr V3 V3 
Cos t — sin 1 \ sin + cost 0 
u že že . si 
_2 605 cos t 2 sin 
— 0 
“jeva 3e#V3 
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2 snicost—sinžt—smnteost— cer Ž 


Prue Kk - —-— < moe 


3 Je V3 : zaš 
doba (C0S £ — stn £)* + (sin £ -! co: 1% 2 
Nazivnik = gel 
Odatle 
sak 
3s 


Izračunaj : 
1. Torziju i polumjer torzije cilindričke spirale 
x=recsti =rsnt; z=et 


u točki parametra i, 
Cc PA >. 
L: pra ša konstanta, vidi primjer 1. na str. 318.) 


2. Zakrivljenost i torziju za krivulju 
x=t; y=aj z = nic!) 
IK =c64;. "=01 7 


u točki parametra: 1. 


3. Polumjere zakrivljenosti 1 torzije krivulje 


«zomi 3 =30+4 snte.co0st); z=anns 
u točki parametra, f. ž h 
le=20t; n=2cos1) 
4. Zakrivljenost krivulje 


D 


x=8&; y=e-t; z=:\2 
__Vžz 
h<-ai> 


10. Frenet-ove formule 


u točki parametra r. 


Frenet-ove formule izražavaju odnose između derivacija jediničnih vektora 

. tangente, binormale i glavne normale, uzetih po duljini luka s prostorus krivulje, 
i polumjera zakrivljenosti i torzije u dotičnoj točki te krivulje, ' 

Prve dvije Frenet-ove formule već smo izveli promatrajući zakrivljenost i 


torziju prostorne krivulje ho 1(s ) u nekoj točki T parametra s. 
To su formule (168) i (1762): 


dim 

o s 
db. LM _ 

ds Pi 
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D 


Da: govno treću Frenet-ovu formulu, derivirajmo po s jedinični vektog 


slavne normale“ =a koji možemo prema ( 165) napisati u obliku 


m=b, Xx u , 
Prema (35): 
dm _, dn db = 
ma =b, Xx pra koa X te= prema (a) = 
> z pd —_> i + ai “ 
px xn pin) — zi x m) = 
“e "P Pi, P ' Sok Pi 
I> 
= (165) = — —t kia 
prema (165) : ku m 


\ x 


' 
Time smo dobili i treću Frenet-ovu formulu. 


A 


Frenet-ove formule glasi dakle: 


dm 

doo 

db, “4 ž 
def (178) 
-> _> “> 
dn _ to b 
bo P Pi 


:gdje je p polumjer zekelvljenosti. ap polumjer torzije u dotičnoj točki prostorng 
krivulje. 


Uzmemo li u obzir, da skalarne veličine — i = predočuju zakrivljenost K, 
: d 


odnosno torziju s prostorne krivulje, tada Frenet-ove formule primaju oblik: 


dt, me 
rao Kn, 
db, > . 
aje (178) 
dn 
ds = - Ka + rb, e S 


f 
Frenet-ove formule prikazuju usku vezu između zakona promjene .. glavni) 
smjerova prostorne krivulje, -njene zakrivljenosti i torzije. 


a 
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$ 10. LINIJSKI (KRIVULJNI) INTEGRALI 


Dosada je kao područje integracije služio ođrezak koordinatne osi ili dio 
ravnine ili dio prostora. Sada će područje integracije biti linija, t. j. pravac ili 
poligon ili krivulja-u ravnini ili prostoru. Takvi še integrali zovu linijski ili kri- 
ruljni. 

Prema tome, da li je ta linija ravna ili prostorna, promotrit ćemo posebno 
linijske integrale u ravnini i u prostoru. : 


1. Linijski integrali po ravnoj krivulji 


Govoreći o računanju invegrala linearnog diferencijalnog. izraza P(x, y)dx + 
+ 0(x,y)dy, gdje su P(x,y) i Q(x,y) neprekinute funkcije u nekom području o 


ravnine X Y, pokazali smo, da / Pdx + Qdx možemo izračunati samo u tom slu- 
čaju, ako taj diferencijalni izraz predočuje totalni diferencijal neke funkcije z = 


D. 
=z(x,y id t.j. ako je ispunjen uvjet integrabilnosti a = a (vidi £ 7), pri čemu 
smo pretpostavili, dasuxiy nezavisne. promjenljive Bona jedna o drugoj. , 
Međutim, ako je zadana veza između x i y u obliku funkcije y = y(x), odnosno 
inverzne funkcije x = x(y), koja leži u području a definicije funkcija P i Q, tada 


' / P(x, y)dx + O(x, y)dy možemo izračunati bez obzira, da'li je ispunjen ili mije ' 
20. 


ispunjen uvjet integrabilnosti = = ==. Kako funkcija y=y(x), odnosno x=x(y) 
predočuje kriyulju u ravnini XY, th u tom slučaju Sa Pdx + Qdy u linijski 


vili krivuljni integral uzet po toj krivulji y = y(x). 
Pretpostavimo, da je krivulja & grafički prikaz funkcije y == y(x), kojom je 
zadana veza između x i mi da ta krivulja leži u području o ravnine XY, u kojem 
su definirane obje funkcije P(x,y) i Q(x,y), 
y sE pa tražimo krivuljni integral od Pdx + Qdy 
uzduž te krivulje k od“ točke A do točke B, to 
jest tražimo: 


\ I Pi yx)dx + Q(x, y)dy 
AB 


. 
I 
' 
t 
1 
1 
b 


(vidi sl. 160). 


Iz slike vidimo, da kad integriramo: po x, /y nije više bilo: koji, nego Je ordi- 
“nata y krivulje y = y(x) i da se x mijenja od a da b, a kad integriramo po y, x je 
ordinata krivulje x = x(y) i da se i od c.do d. 


Prema tome dobijemo: 


AB 


ši P(x, y)dx + O(x, »)dy = / Pla, y(x)ldx + UJ Olx(9), o) A (179) 
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Iz te formule vidimo, da se krivuljni integrali računaju tako, .da se u prvu 
funkciju P(x, y) uvrsti y = y(x), a u drugu funkciju.x = x(y). Na taj način 
dobiju se dva obična određena iritegrala, jer prvi integral sadrži funkciju od sa- 
moga x, a drugi integral funkciju od samoga y. 

Napišemo li jednadžbu krivulje, po kojoj se vrši integriranje, u parametar- 
skom obliku, svest ćemo krivuljni integral na jedan obični. 


i ni uŽtEn 
Kako je u tom Sje ha“ 
dx = mora 
dy = y'(t)dr 


krivuljni integral prima oblik: 


4 ' koe 

] px, sak + As y/dy = [1Plx(4, y(1)) + x'(1) + 

on (180) 
: + Olx(r), y(1)) + (1) de 


Krivulja, po kojoj se vrši inregriranje, mora biti orijentirana, t. j. mora biti 
zadan smisao obilaženja krivulje. Promijenimo li smisao obilaženja na protivni, 
krivuljni integral mijenja predznak. 


| Pax + Qi = — | Pax+ 0 


AB 


Vrši li se integriranje po zatvorenoj krivulji K, tada se put integriranja smatra 
pozitivnim, ako obilazimo krivulju protiv kazaljke na satu, t. j. tako, da površina, 
koju omeđuje ta krivulja, bude na lijevo “Pri protivnom smislu obilaženja kri- 
vulje, put integriranja smatra se negativnim (obilaženje u smislu kazaljke na satu, 
površina desno): 


 PPax + Qay = — Pax + Qdy 
Ke  —K 
Primjeri 


1. Izračunaj 
Lu ra 


ia—2» + S)dx + x — ay — Tedy: 
+K 


gdje je k kontura trokuta OAB prikazanog na sl. 161. 
Napišimo jednadžbu pravca AB: 
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Odatle 


ja sli LEM xx) 
pe Gj (a) 
x = 6 (1 — 2) - <) 5 : 


Prema slici: 
: X E : 
sE 2 Y- : f + + fb) 
' K b j 
Računamo prema (179): > ' 


g e pr me m be vn X, dakleje y=0 i dy = 0 = ' 
OA \ = : K ; 


, 
+ 


€ > 
Lead = 18+30= 48 
s 


= [o—o+3d+0- 
: i 


2 


de —2y + 5)dx + (3x-—4y —7)dy = (idemo po pravci AB, dakle uvrštavamo jednadžbe (a)y 
AB ' ; : : 
dok se prema slici x mijenja od 6 do 0, a y 0d.0 do 5) = 


2 : 
mej 
- [[=—o(r—Z)+sla + fs(1—2)-o—1]o- 
NE 
8 jo moze 4 LE 
= 12: 5—5|, + [19 z Zl,s— go 36+30+55— 7:25 = —58 


jem + 5)dx + (3x —4y — T)dy = (idemo po osi Y, dakle je x=0idx =0) = 
BO : + i 
: : 
0+ [isiy— Do = 
, x 


o 
(= 50.+35 = 85 
5 


—2y9— Vv 


“Prema (b): 


P-a—s8 +85 — 75 

> +K 

2. Izračunaj pe —y*)dx + (x* + y?)dy, gdje 
| ik : 


je k Koritura pravokutnika, što ga čine pravci x = 2), 
y=3x=7,y=5 (s. 162). : 


Računamo prema (179) uzevši u obzir, da idući po pravcu AB :y =3,a dakledy = 0, 
po pravcu BC :x = 7, dx = 0, po pravcu CD :y = 5, dy = 0 i po pravcu DA :x=2, dx =0. 
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+K AB BC. CD 


da oo ee“ $ 
DA 


7 : 5 2 
- [at—9a+0+ 0 + [ +99) dy + [c2—2)dr+04+ 
/ “ 


3. 7 
3 7 Ej 2 
A 3 
+0+ f4+wo- 5 —9 pa 4% +15—25 + 
s / 20 3 7 
P|_45_4_5 125 3 
+ 44%) =55—68— I +18+24654+ P—4T—9+3— 
i s , 
—s0— 5+ 175412 49 —20— 15 = 170 


3. Izračunaj f xy dx +(y — x)dy po paraboli k = y* = x, odnosno y = Vi to od vr= 
+K ; 


ta O(0,0) do točke A(1,1). Nariši sliku! 


' 
p Dr M RI (179) = fx Vx dx + food =, 
GA : 


4. jedinoj risa +(r—9)dy, gdje je &k prvi luk cikloidc računajući od isho- 
+K ' : 
dišta O: 


x = rt sin) 


. y=(l—cos!) 
«(vidi Dio II. 6 2, primjer 2. i sl. 5). 


Izračunavši prema 4180) 


xo=r(l-—cot) 


, 


yo==r.sint 
dobijemo prema toj formuli: 


: 2m 
PU (2r— dx +(r—9) dy = [ir—ra — cos 29) e(1—cos 1) + 


o 


2m 
+ fr—r(l—cosi))rsnt) de = r2 f (1 —cos?t + sint + cost)di = 


o e 
az 
=" 


o 


t-—- 


Pozor 


a t sin2t o sinšt 
=& : 
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5. Izračunaj Pas —y + 3)dx + (x + 2y — S)dy, gdje je krivulja & zadana slikom 163. 
+K 


Najprije napišemo jednadžbe pojedinih dijelova zadane konture k i njihove diferencijale, 
«odnosno derivacije: : 


OA: y=0; dy =0. 


AB: =2c1+5; x = —2snt 
v=2snt; y =2cost 
BČ:. x=3c061+2; x =—3sinr 
y=2snt+2; y =2c0st 
CD: y=—5x+5 x = —2y + 19 
SI. 163 DO: x=0; dx =0 


,' 7 
Gar—y+ 3)dx + (x +29 — 5) dy = f (2x + 3) dx + 
+K . o 


“ 4 
+ pi [—(4cost + 10—2sint +3) D sit + (2 cost +5 + d4sint —5) +2 c051) dt + 
o 


T 

: 
+ Poea po le zra aa 4snt4+ da 
g i 


o g 5 : 
— sera + f Qx+z*—5+ dx + [ 6-29 +10 + 2, — dy + 
2 . 4 


7 T 


o 
+ J (29 — Sjdy = | 23 + 3x 
5 


; To 
+.2 VA (—13 sint + 2) dt + 
2 o 


2 
+ [—1osinremi— 1Ssini + 20061 + O +[2s —_2|'+ 
t a 


o 
' 


na s 
+ [lt | sv] uro zli ono & z|ia 
4 a 
Ea 1 
+ (> Santi + Sat adna + jo # 5 = 
. LJ 
< 14+%Xm—1)+(>5+24+3n—15) m 304 5 m 


yd“—xdy 


FT 


, gdje je k kružnica polumjera r, u pozitivnom 'emislu. 
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Prelazimo na parametarsku jednadžbu zađane kružnice: 


x=rcot 
LJ 
y=rsnt 

Odatle dx = —rsintdi 


dy=rcsidi 
pa prema (180) imamo: 


zm 
—r sinšt— rr? cost 1 2 
= > dt=—i id = —2rn 
17 e 


+K o 


Izračunaj 
$ ydx — x dy, gdje je k elipsa s poluosima a i 6, u pozitivnom smislua 
+K 


[—2zab] 


Pesa +0— dy od 4 (0,0) do B(1,1) 
K 


aje #, 
DDy=x 
dry=» 


[3: i = - #1 


3 J (2x2 — xy?) dx + (2y? — x*y)dy, gdje je k kontura trokuta ABC, kojemu su vrhovi 
+K : 


A(—2,0), 8(5,0), C(0, 4). [0] 


Ako je u krivuljnom mesa“ i P(x, y)dx m O(x, y)dy prva funkcija 
Pix,y)ili kisa funkcija Q(x, y) jednake nuli, krivuljni integral prima oblik 


| p(x, y)dx, odnosno / o(a, y)dy 
+K +K 


Ti integrali rješavaju se na isti gore navedeni način. 


Navedimo dva primjera. 


i. Izračunaj J (x* — y?)dx, gdje je k luk parabole y = x* od točke x = 0 do točke'x=2 
sA ' 


Uvrstimo y = x? u integral: 


22 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 
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2. Izračunaj go + y%)dy, gdje je k kontura pravokutnika, što ga čine pravci x= 1), 


+K x me 
y=d4x=3iy = 65 u pozitivnom smislu (nariši sliku). 


je 5 2 1 
Pot+ ya 2 0+ f0 +9) dy + 0 + fa+yo= 
+K D 5 


DE NI 125 1 i 125 
-l»+2Hh+b>+ 2), 854 P—9—g+1+7-5—3 32 


Integrale g P(xy)dxi / Qf(x, y) dy, koji su uzeti po koordinatama x i 
.y, možemo lako pretvoriti u integrale po duljini s krivulje &. 


Prema slici 164 imamo: 


dx =ds.cosa 
dy = ds. sna 
gdje je « kut između tangente na orijentiranu 


krivulju i osi X, pri čemu se kut « mijenja ed 
O do 2z. 


SI. 164 “> Uvrštenje u integrale daje: 


[P.(x, y)'dx s JP (x, y) cos a ds 
K K : 


6184) 
[ 0x9) dy = [ 0(x, 9) sma ds 
K ' K ' 
ili, ako označimo: P(x, y)cosa = f(x, y) 
Q(x, y) sna = g(x, y) 
krivuljni integrali po duljini krivulje primaju oblik: 
] ra, y, ds, odnosno [ etx, 9) ds 
K : K : . a 


Krivuljni integrali uzeti po duljini krivulje računaju se obično tako, da se 
jednadžba krivulje napiše u parametarskom obliku, pa se na taj način pretvaraju 
u obične određene integrale. 

Uvrštenje 

x =x(1) 


a Sre) hz! Sh 
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&= Več) Ty"(i) d fvidi Dio II, formula (87)) 


u Krivuljni integral daje: 
J ftav)ds = IRAČID? y(4)] Vx"" (1) Hy (1) dr 
K so i 


' 


(182) 


Primjer 
j xy ds, gdje je & kvadrant elipse poluosiju a_i 6, koji leži u prvom kvadrantu 


K 
x =acost 


ya=bsnit 
Računamo prema (182); 
x = —annt 
y =beost 


Vat kg = Vatsintr g bi ocostt 

7 

ž : 

sf acost - bsni + Vatsitr + Breostr dt = . 
. : K 


2: 
-o/f sin t cos i Vačshčra Bcos'tdi = 
e, ; 
Li 


M 
E a f Sins cos VEC E) siri di 
e š 


Pomoću supstitucije siti: = u svodimo integraš na tip Bl ividi Dio .J9. 8 5, 7), pa nakon 


integriranja dobijemo: 


ab per me Eni i 
[oa-yooo Vreme : = 


a rap [V&rs—p — y]- 


_ a—b)_ab a+a+ 6 
 Ka—b) 3 a+b 


Krivuljni integral po duljini krivulje možemo naravno riješiti i bez prijelaza 
na parametarsku jednadžbu krivulje uvrstivši u krivuljni integral : 
y=y(x) 


ds== Vl by"(x) dx (Vidi Dio IT. formula (86) 
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U tom slučaju krivuljni integra! računamo po formuli: 


[ ft 9)ds = [Ft y(x)I VT FT) ds 
K : X &« ' : 


(183) 
Primjer 
đ m 1 
] =: gdje je k odrezak pravca y= =>x—2 od A(0,—2) do B(4,09. 
k Va + Ž 


Računamo prema (183): 


LI 
1=3>x>2 
x 
ro 
y =3 2x +4 
5 8 16 
s+y-gr—un+4a-g(=—z:+5 
a 
"2 
A 2 
Vi : 
4 = 
ds 
Pgus") = : 16 E zi 
ao vere 


a J Jia = prema predtipu B (vidi Dio II. & 5, 6) = 


-mla—2+ wl-ml-++ s) - 


— mlSV3 + 0_,4V5 PALJENJE 
20—4V5 5—\5 2 


Geometrijski možemo krivuljni integral po duljini ravne krivulje Ja X, y)ds 
K 


shvatiti kao plašt valjkaste plohe, kojoj su izvodnice okomite na ravnini XY. "Ta 
valjkasta ploha siječe ravninu XY u krivulji &, po kojoj se vrši integriranje, a pre- 
sječena je plohom f(x, y) tako, da duljine izvodnica imaju u svakoj točki vrijed- 
nost podintegralne funkcije f(x, y), koja pripada dotičnoj točki. | 

Slika 165 jasno prikazuje gore navedeno. Prema toj. slici 


dS = f(x, y) +ds 
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a odatle je 


plašt S = f f(x, »)ds 
K 


a to je krivuljni: integrali po duljini krivulje k. 


iz 


SI. 166 


Primjer 


, 2 .“ 
Izračunaj plašt jednog oktanta eliptičnog valjka 3 + S = 1,koji je presiječen ravninom 
z=x(sl, 166). 


= [jeja 
K 


Računamo prema (182) uzevši u obzir, da je f(x,y) = z = x i napisavši jednadžbu elipse 
M. parametarskom obliku : i 
x =3cost 
: y=VSsnt 
Odatle " 
x'=— sni 
y'= V5cot 


< 


2 
po revije 
= / 3 cost V 9 sint + Scoslidi = 


: u X, 
= Zi cost V4sintt+ 5 dr 
o 
Uz substituciju sin t.= u i uzevši u obzir, da jeu = 0zar= o iu=1zai =» dobivamo: 


5-3 [VaFr5.a 6 IV“ + 2 du = prema predtipu C (Dio II. $ 5, 0» 
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ole Ver ia sne Ver 
Slž e+ 2+ žmle+ Vori 


) 3 5 3 5 S. 
-s[ + grtasl+2)-gr E 
3.5, 5 5,.V$ 3 S 5 5 5 
karanga) srt gi ges+ gm) 
| 15 
s( ns) Z+gds 


Spomenimo -još, fizikalno značenje krivuljnog integrala. 

Pretpostavimo,“ đa -se. materijalna točka giblje po krivulji k od točke C do 
točke D krivulje i neka na tu točku djeluje sila F, koja se mijenja po veličini i po 
smjeru (sl. 167). Sila F je, đakle, funkcija točke T'(x, y) krivulje'k, t. j. 
F=fF(x,y). 

Isto tako i smjer silefF,/koji'se mijenja od točke do točke, ovisi o položaju 
. točke T na krivulji, t. j. kut o, što ga sila*F zatvara sa smjerom gibanja ( tangen- 
tom tg), također je funkcija od x, y: # = (x, y). 

Znamo, da je radnja jednaka umnošku projekcije sile u smjer gibanja i pre- 
valjenog puta. Prema tome radnja, što je vrši sila F(x, y) na putu ds, iznosi, 
kako se vidi iz slike 167, 


dA = F(x,:y) cos e ds 


a čitavu radnju na putu od točke C do točke D krivulje dobijemo integrirajući pa 
duljini krivulje od točke C do točke_D; a 


D 
= / F(x, y) cos o ds 


Cc 


ili, ako integrand_F(x, y) * cos a označimo s 
f(x, y), dobijemo 


D 
Radnja A = i f(x, y)ds 
pe 


SI. 167 


s 


a_to je krivuljni integral uzet po duljini, krivulje k. 
Kasnije ćemo pokazati, ,da i izraz I P(x,.y)dx + Q(x, y)dy možemo shva- 


titi kao radnju, što je vrši marerijalna ročka pri gibanju po krivulji & u Polju sila, 
koje se nalazi u ravnini XY (vidi $ 13, 4). 


Kao daljnju primjenu ,krivuljnih integrala +možemo navesti, proračunavanje 
kružnih procesa _.u. termodinamici: (v. Bošnjaković: Nauka o toplini I. 
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2. Linijski integrali po prostornoj krivulji 


Sve što smo rekli o integriranju ravnog linearnog diferencijalnog izraze 
D(x, y)dx + Q(x, y)dy možemo ponovili i za integriranje prostornog linearnoj: 
diferencijalnog izraza ' 


P(x, y, z)dx + O(x, y, 2)dy + R(x, y, z)de 


gdje su P, Qi R neprekinute funkcije u nekom dijelu prostora. 
| P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz možemo izračunati bez 


obzira na to, da li su ispunjeni uvjeti integrabilnosti (149), t. j. i u tom slučaju, 
kad Pdx -+- Qdy + Rdz nije totalni diferencijal, ali je zadana ve2ža između ne- 
zavisnih promjenljivih x, y i z, na pr., ako su x, y, z zadani kao neprekinute funk- 
cije jednog pannei t: 


x = x(t) 
y=y(t) ' (a) 
z=z(1) 


Kako gornje tr: jednadžbe određuju krivulju & u prostoru (vidi $ 9), prelazi 
f Pdx + Qdy + Rdz-u krivuljni integral uzduž te krivulje & od točke A do 
točke B krivulje, kojim točkama odgovaraju vrijednosti £, i t, parametra. 


Uvrstimo li u krivuljni integral 


[ Piz, y, z)dx + O(x, 9, Z)dy + R(x, y, zjdz 


AB 


jednadžbe (a), a također. j 


dx = x'(t)dt 
dy =y (t)dr “ 
dz = z2(1)dt 


dobijemo obični određeni integral, koji možemo lako izračuna... 


| Pla, y, zjdx + Q(x, 9, z)dy + R(x, y, zldz == 
AB 


= [(Plx(1),,y(0), (0) > (1) + Qla(1), y(1), 200) +y'(1) + 
' | | (184) 
+ Rix (1), y(1), (tl: z(1)) dr 


Primjeri 


1. [ xas + ydy + (s + y— 1)dz po odresku pravca od točke A(1, 1, 1) do točke B(2,3, 4). 
a. X 
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Prema (41) pika pravca AB glasi: 


*—1 _y—1 z—1 


i—i“3—1 “4—1 
' ili 


x—I1_y—-1_z—1 
Poe R3 


uzevši x kao parametar, izrasisno y i z s a: 


y=2x—! 
z=3x—2 
dy = 2dx 
dz = 3dx 


“Uvrštenje u integral daje 


Odatle 


| xdx + yay + (x +y— dd = 
AB 
zo 2 


= fes(x—D2+ (x+ 2x—>1—1)3)dx = 


2 
2 
= [ oa— 8) dx = Mema = 13 
: 1 


SI. 168 


2. / ydx—(x—y)dy + xdz po OABPOB (sk 168). 


f>a-o-voesa- [> =f+[f+f- .. 


OABPOB GA AB BP PO 


J1-o-0: dy=0;2-0;d=0 = fo dx = 0 
OA 


[-e-a j;da=0;;z2=0;dz=0 = 
AB 


- fra-na = > + 
0 : : 


1 
; 1 
J-e-i s;dx=0;y=] say-0-f4-a-izi= 
o 
BP x 


Jednadžba pravca OP prema (41): 
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y=4% ;5 =a 


z=x ; dz=đ 


* ; 
LJ 
[-fa+v9a-lsl=—1 
PoI x 
: . U us. 
J-e-yid-6;:-0;d= ENE Ž -3 
OB o o 
sozišiumirdiao 
=0—;+1— 50 


AOBPOB 


KA $ (x +3)dx +(1—1dy + (22 + 2) dz, gdje:je k luk cilindričke spirale od točke 
Kk 


A(1,0;0) do točke B (o, 1,5) i pravac BA (sl. 169). 


zu 


AB BA 
Uzevši u obzir, da je r = 1, jednadžba spirale prema 
(155) glasi: 


X == c0st 
y=snit 
z=ct 


Kako je za t= Fiz= 5 (slika), imarno 


2 
c= 2 i 
t 
pa je . «= cos t 
y = snt jednadžba zadane spirale. v 
z=t 
Odatle 
x =—sant 
vo=ec0st 
z=2 
Prema (184) imamo:. . 
Je + 3)dx +(y— 1) dy + (22 + 2) de = 
Za g 
ki 


s J* [—(e0s 1+ 3) sint + Gint— deost + Q+ DI = : 
0 ć 


' 


KA 


-J* (—3smni—cest + U + 2) dr = 
Đ A 


qT 
2 


= Pzerr— sn ++2 


ri 
=—l+qgtr—3= g+m—t 


Jednadžba pravca BA: 


kui 
2 
Odatle y=—g+l o; dy=—dx 
LJ x x 
Zeko Hi d=— jd 
1 
J-[la-D—-#+i—n—crnx+n+ozla - 
BA 9 
A B ; 
ni g x? 
- f(2+ Z)+(—5—»)]a - 
LJ . ; 
i - 
- i + 7) Bi (3—Z—:) - zah A MOR RE E s AROENKA 0 
Neh = me Pero mere fo 
oo .2 * ; 
ća ni o x S 
P-T+r—4—2 čara 
K 
Izračunaj 


EEE. 5e ; \ 
1. [> zdx +zVei—yidy + xy dz, gdje je k — luk cilindiičke spirale x = rest; 
Kto ; 

s \ 

y=ersntz= Sr od presjeka krivulje s ravninom z = 0 do točke presjeka krivulje s ravni- 
. 
nom a=a. 
[I =0] 


Lo 
2. JEnete= , gdje je & kružnica polumjera r u ravnini XY (z = 8) - 


(Z = 0]: 
Kasnije ćemo vidjeti, da i krivuljni integral i *Pdx-+ Qdy + Rdz po prosto- 
K 
ranoj krivulji & možemo shvatiti kao radnju, koju vrši materijalna točka pri 


gibanju u prostornom polju sila po toj krivulji & (vidi & 13, 4). 
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š Ii. PLOŠNI INTEGRALI 


Pod plošnim integralom razumijemo integral uzet po sMuediei zadane plohe 
z=2(x,y). 


Govoreći o komplanaciji ploha Ividi 8 5, 5. 9). došli smo do najjednostavni- 
jeg oblika tog integrala: 


površina plohe S = If dS fa .dS 
s s 


Uzmimo sada opći slučaj, kad integrand nije 1, kao u tom specijalnom slu+ 
čaju, već je neka zadana neprekinuta funkcija f(x, y, z), koja je definirana po povr- 
šini S zadane plohe z = z(x, y): 


[[f(y, 2048, (a) 
s ' ž 


Vidimo, da je plošni integral proširenje pojma dvostrukog integrala, slično 
kao što je krivuljni integral proširenje pojma običnog određenog integrala. U obič- 
nom dvostrukom integralu kao područje integracije služi dio jedne koordinatne 
ravnine, na pr. ravnine XY, dok je kod plošnog integrala područje integracije 
površina S zadane plohe # = g(x, y). 

Kao i pri komplanaciji ploha pretpostavljamo, da je ta ploha neprekinuta 
i da je svaki pravac, koji je usporedan s osi Z, probada plohu samo u jednoj točki, 
t.j. da je funkcija z = z(x, y) jednoznačna funkcija. Osim toga moramo sada 
pretpostaviti, da je ploha orijentirana. Pri komplanaciji ploha tražili smo ap- 
solutnu vrijednost površine plohe, dok sada moramo uzeti u obzir i predznak 
plošnog integrala, odnosno plohe; po kojoj integriramo zadanu funkciju f(x, y, 2). 
Orijentacija plohe vrši se pomoću plošne normale, pri čemu se obično uzima, da 
je normala na plohu usmjerena prema vani, t. j. u konveksnu stranu plohe (vidi sl. 
139a), pa pri računanju plošnih integrala funkcije f(x, y, z) uzimamo u obzir 
predznak kosinusa smjera normale na plohu, po kojoj integriramo. 

Računanje integrala po površini zadane plohe, t. j. plošnih integrala oblika 
(a), vrši se tako, da se zadana ploha S, dakle i element dS te plohe, projicira na 
jednu koordinatnu ravninu, pa se dS izrazi pomoću svoje projekcije da na tu ra- 
vninu. 

Projiciramo li zadanu ploku S na ravninu XY, dobijemo za dS prema sli- 
kama (139) poznati nam izraz (130): 


s zo (130) 
CosY 


gdje je y kut, što ga normala na element plohe dS zatvara s pozitivnim smislom 
osi Z 


Kako je c0sy > 0 za 0=2Yy< 90, odnosno < 0 za 90" <y < 180", prima 
element površine d4S pozitivnu, odnosno negativnu yrijednost. Time je provedena 
orijentacija plohe. 
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Uzmemo li još u obzir, da kad integriramo po zadanoj plohi g =z(x,y), 
aplikata z nije bilo koja, nego baš aplikata z(x, y) dotične plohe, plošni integral (a) 
poprima oblik: 


- PRA dady _ 
1 sa [ [10992 (09) os = prema (130) 
Koj 


ME or Ee (185) 
a IJ mom + ts) R Pao | 


gdje je a projekcija plohe 'S na ravninu XY. 


Projicirarmmo li zadanu plohu z = z(x, y) na ravninu YZ + uzmemo li opet 


u obzir, da je u tom slučaju apscisa x integranda f(x, y, z) apscisa x(y, z) zadane 
plohe, dobijemo obzirom na (130c) plošni integral u obliku 


I= ij fil, 2), 952] DEE o 


Cos a 


: 2 (1850) 
= (1 1etn sna VTV Val2 *V aya: 


Tu je a kut, sto ga normala na element plohe dS zatvara s osi + X, g, pro- 
jekcija plohe S na ravninu YZ. 


Konačno, projiciranje plohe S na ravninu XZ daje prema (130d) plošni integral 
.u obliku 


= / [fleylx 25 ZI fž fly(%,2),2) |+67+ 60 2 


+ (2) aca: 


(185b) 
Tu je B kur, što ga normala na dS zatvara s -+ osi Y, a g, projekcija plohe S 
na ravninu .XZ. 


Primjeri 


+ JJ (2 + 5> + 2) dS, gdje je S dio ravnine 


koji leži u prvom oktantu (slika. 170). 


S+: 
2 


said 


z 
+qa Tb 


Kako normala Nr na ravninu ima stalan smjer, računat ćemo prema prvom dijelu rage 
(185), t. j. prema 


J i fly, 2(2 nE 


ra 
Prema (47): 
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a iz jednadžbe, zadane ravnine slijedi: 


209 -4(1—3—5) 


Vel 4 zr : *'3_4Vf 
VE ff aaxay < 4 Veico 2.23 a Vi 
Ca 


, 


or 


X š ' s 
SI. 178 'Sl. 171 - 


Izračunajmo sada isti integral projicirajući dio S zadane ravnine na ravninu“YZ, Ptrje pri“ 
«mtijenivši formulu (1854). 


Prema (47): 


Prema (185a): 


Izračunaj još jednom isti plošni integral projicirajući.dio S zadane ravnine na koodinatnu 
.avninu .XZ, t. j. po formuli (185b). Dobit ćeš isti rezultat 4 Ver 


jE f e.45) gdje je Salo tavana H%- 4 EZ go dei dpoon otaca brilkrizo. 


349 


is [fest —2— 9 TE - V3 Jor meete 
TE 
1—x 


- [a [_o—ana=P[apo-of—f i 
* 


15 f[a—va-9—Ža—oJa- 


0 


LI 
xl—2)dx = M fa—an dass 
e 


LI 
om 
*. > 


Izračunaj za vježbu isti plošni integral projicirajući dio S zadane ravnine na koordinetne 


ravnine YZŽ i XZ. Rezultati moraju biti isti. 


ishodi 


Kako se smjer normale na kuglinu plohu mijenja od točke do toćke, računat ćemo taj plošni 
integral po drugoj polovini formule (185) uzevši ispred drugog korijena predznak +, jer normala 


J f #*y* 45, gdje je S gornja polovina površine kugle polumjera R sa središtem u 


štu. 


na gornju polovinu kugline plohe zatvara kut manji od 90“, pa je cosy > 0. 


1= ff rboyzeai 1 + (82 + (2) e EN 
Ž | 


Jednadžba kugline plahe .glasi: 


Prema/(92): 
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x + y.h25-—R? = 0, odnosno z = + Va > 


x 
= -.-- 
Zz 


sni sno ano. 


+ (E) + VR. 
I dx dd oz VR a—y 


1+ (2) + [29] < A+ 4 2 R' 


gdje je a projekcija polukugle na ravninu XY, ri kuge +y=R* 
Prema (iilc) ' 
x=pcos o 
y=psn o 
dxdy = pdpđo 


R 
E anžo. 2 x 
'-Rf La o Pdodo=R [smo code [2 
g e 9 o 


o 
ve= Ve 


Prvi integral lako riješimo prikazavši intregtal u obliku < .4sinio - co o = + sim 20, 


dok Arugi integral rješavamo uz supstituciju R?—gp? = t, odatle je pt = (1—R?), a pdo = LA 


pri čemu uzmemo u obzir, da je z = R* za o = 0, odnosno # =0 za p = R. 
Dobijemo: 


2sg : 0 
; = Rizo ZB)L nE Boii 22 | )- 
o R' 


Dosada smo promatrali plošne integrale uzete po površini. S zadane plohe. 
Međutim, često se plošni integrali računaju po koordinatama, pri čemu še i sada 
uzima u obzir, da je ploha orijentirana u prije navedenom smislu. 

Razlika između plošnog integrala uzetog po plohi i integrala uzetog po ko- 
ordinatama sastoji se u tome, da se u prvom slučaju vrijednost funkcije f (x,y,;2) 
u točki plohe S množi s elementom površine dS, dok se u drugom slučaju množi 
e orijentiranom elementom do koordinatne ravnine XY ili YZ ili XZ), koji je 
projekcija ćlementa plohe dS na dotičnu koordinatnu ravninu. 

Prema tome plošni integrali uzeti po koordinatama glase uz sve prijašnje pret- 
postavke za zadanu podintegralnu funkciju f(x, y, 2) i plohu z= z(x,y), odnosne 
x = x(y, zg)iy= =y(x, 2) 


; = [1 fta) dx dy = JP f009,8 (x,y)):dx dy (1863 


gdje je o projekcija plohe S na ravninu XY, a dxdy = do projekcija elementa 
plohe dS na ravninu XY (vidi sl. 139a) 


a 


Kako je prema (130) 
dxdy=dS.cosx. . (187) 


plošni se integrai po koordinatama može napisati i u obliku 
= [ [f(29,2) dedy = [ [ f(x,y,2) cosy > dS (1864) 
S S , 


Iz posljednjeg izraza za plošni integral vidimo, da ploha ostaje orijentirana 
i pri računanju plošnog integrala po koordinatama, jer u integral ulazi cosy, t. j. 
kosinus kuta, što ga normala na plohu zatvara s + osi Z. Pri računanju plošnih 
integrala po koordinatama, uzima se u obzir-samo predznak kosinusa smjera nor- 
male na plohu, dok se sama vrijednost kosinusa smjera izostavlja. 


Na isti način dobijemo uzevši u obzir, da je prema (130c) 
dydz = dS cosa' (188) 
f(x,y,2) dydz = f(x,y.2) cosa . dS =. 
If m 


' (189) 
sa J[[ft (y> 2), y, 2] dy dz 


gdje je o, projekcija plohe S na ravninu YZ, a kut plošne normale s + osi LL a 
dyda = dS cos a = dg. 


Analogno uzevši u obzir, da je prema (130d) > 


dxdz = dS cos B . ' (190) 
dobijemo 


[ [ f(xy,2)dx da = [ [ f(my,2) 005 B + dS = 
s s 


(191) 
= [[floy(x,2),2) dx dz 


gdje je g, projekcija plohe S na ravninu .XZ, B kut plošne normale s + osi Y,a 
dxdz = dS cos B = do. 


Kako ćemo kasnije' vidjeti, osobito često treba javis plošne integrale, 


koji predočuju zbroj gore navedenih integrala uzetih od triju različitih funkcija 
Pp 92), O(x,y9 2) iRf(x, y> 2), pri čemu se pretpostavlja, da su funkcije P,Q 
i R neprekinute zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama. 


[[P(2y,2) dydz + Q(xy,5)dxda + R(x,y,2) dxdy = 
e 


' (192) 
= [[(P(xy,2)0054+Q(2,y,2) 0058 + R(x,y,2) cosyl dS 
A 
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Primjeri. 
1. I xyzdxdy, 
: S 


gdje je S dio kugline plohe x»2 +)“ +2%=R', koji 
se nalazi u 1. i Vo oktantu (slika ui 5 


Kako je funkcija z = + VR' — —y* dvozna-. 
čna, moramo područje integracije S oavii u dva di- 
jela: 


gornji S, jednadžbe. z, = + VRT — x — g? 


donji S, jednadžbe zg. = — VR —x?*—y? 


pa je prema (186): 


MESEET -[fo Fa—pao_| Jo =r=jaa (a) 


\ 


gdje je s zajednička projekcija ploha: S, i S, na ravninu XY, t. j. krug x? + 9% = R2, 

Sada moramo uzeti u obzir, da je ploha S orijentirana. Vanjska normala na plohu Sh 
zatvara s osi ++ Z kutove Y < 90“, pa je cosy > 0, dok normala na plohu S, zatvara s osi + 2 
kutove y > 90%, pa je cosy < 0 (vidi sl. 172). Iz toga slijedi, da u drugom integralu izraza (a) 
treba promijeniti predznak. 


Dobijemo:' 


1=2 [ fx VRT—s—yi dray . 
G 


Prelazimo na polarne koordinate prema (11la): 


' 
T 


: ; ž R 
=2[[ osmo-osoeVR—B «dodo — [Sin20dy | o VR—E .do 
a 0 % 


Na slični način i uz istu supstituciju kao u posljednjem primjeru 3, dobijemo: 


am 


aa 0 
—=PI—:(3 Ri 42 | ma 
2 2 IKI u 


aaa 
 [fax+y+ndydz+ 
s 


+(x—2y + 2)dxds + (x — z)dx dy 


5 & gdje je S površina velika visine 1 i polumjera baze 1 
SI. 1734 (sl. 173). 


23 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 3583 


Prema slici rastavimo zađani plošni integral u tri ioeraja 


Jjeiji If. If 


Pri računanju J J uzmemo u obzir, da je 


z=0,dz=0i cy, = c05 180% = — 1, pa zadani plošni integral prima oblik: 


. / i =0+0— g i (x — 0) dx dy = uz prijelaz na polarne koordinate _ = 
D D 


žar jE 
= — [foee-odpdo -— [cosode f prag > 
D o o 


ff -e-15;4-0 ; €0sY, =c050 = 1) =0 +0 + 


2a 1 
PU e AV: 
Q 
Žan 2 
m ra PE cos g 5) -|2*-: kasa 
[a0lSemo | fis: co kai ligi Nk deki 
DJ o 


Pri računanju J jj moramo uzeti u obzir: 
P 


1) cosyY, = cos 90“ = 0, pa je dxdy = dS cosy, = 0, a to se vidi i iz slike. 
Zadani plošni integral reducira se, dakle, na ' 


ffax+y+ pokreni 


2) Računajući prvi did tog integrala moramo plašt valjka projicirati na ravninu YZ. Prednji 
i stražnji dio plašta ima za projekciju pravokutnik baze 2 i visine 1:(vidi sl. 173), eli za prednji 
je dio a < 90%, pa je cosa > 0, dok je x = + m — y*, a za stražnji dio a > 90%, pa je cosa < 0, 
dok je x = —Vi—y. 


\Prema tome: 


[[a+y+90d-ffoyr=3 +y+29)dyds—' 
P g 


—[/ (>2VIZE + y + z)dy dz (&) 
5 


D 
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3) Pri računanju drugog dijela tog integrala projiciramo plašt valjka 'na ravninu .XZ. Desni 
t lijevi dio plašta imaju istu projekciju aa =, = pravokutnik. baze 2 i visine 1, pri čemu je 


za desni dio cos B > 0 i doba ka a za lijevi cos B <o' Hv=—Vi—». 


Prema tome: 


a kako PP Gravjz= koe 


O, =, 
— [fe+2Vr=" + pad: (b) 
==, Z 


Zbrojimo li izraze (a) i (b), dobit ćemo 


pre 


jer su prvi i četvrti, a također drugi i treći integrali 
iđentični i protivnog predznaka. Da se u to uvje- 
o riš, izračunaj te integrale! 


Koflačno imamo: 
I[- 0—r+0=— 
s 


3. ffet+y dydz + tinzdxda + ***dxdy f 
S : 


gdje je S površina kocke omeđene ravninama 


Xx=0,y=0,z=0,x=1|1,y=|,32=.) (slika:174). 


EST ETIRTTETTESTENI 


ADBO GFEC 


= (z =0 ; dz == 0 ; cos ea 605 180%. = — 1) = 


ADBO 
-0+0—[[240-— [e A daska 
ADBO 
[f[-e-: ;dz=0 ; c06y =c00= +1) = 
GFEC 


sima) e*+1dxdy = [evafo-| sla a—« 
ALE. o 
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=(x=0 dx =0,cosa = cos 1802 = — 1) = 
“OBEC 


« 


ffroaćncs fra fa- 


1 
s 3 
OBEC 


Piet s;dx=0;cosa=co0= +1)= 
ADFG 


1 
2 4 
- [[a+dyds+0+0=(y nei =5 
OBEC 0 


[[-o-o ;dy=05;cosB=c0s180?=—1) = 
AOCG 


-0— [[umsaca+o-—[anoaefae-ani—) 


AOCG 


=y =1;dy=0;c5B=cGo0= +1)= 
DBEF 


0+ [ [ smzaxaz+0= [oma fae-—tni—o 


AOCG 


[[--e-p+et—o—3+ 
S 
4 
+37 +te8s1—D-—(esi—ij=d—že+2 


4. [fae+y—nddr+ 
s 


+x—2y + 2)dxdz + (Ak —y — 2) dx dy 
gdje je S oplošje tetraedra zadanog slikom 175. 


Sl. 175 IJ zd) Nu) +1] li 


[[-a-o ; dz = 0 i onsy = coriB0 = — 1) = — [ [x — pax dy 
AOB 


: AOB 


l—x 


--fa[a—yo-—[0 


«o—ž|- 
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g Flea —o—zu—»] zik -i 
0 ' ' 


=(x=0;dx =0;cosa = cos180* = —1) = 
BOC 
1 1—y 1 i 1—o 
e—[fo-2wa- [9[u—pu-[0]2 —»2|= 
BOC 0 0 0) 


1 
5 [1a—y't—2a—»y)dy-0 
A ' 


J[-ov-o ; dy=0;c05B = co5180" = — 1) 
AOC 


I—x 


dei (oma fujet on. 


AOC, 


LI I—x U 


< — = frxa—» + (1—»)") dx 
9 0 
f-> 
ABC 


Pri računanju tog integrala moramo uzeti u obzir: da jednadžba ravnine ABC glasi x+»+ 
+ z = 1, da normala na tu ravninu zatvara s koordinatnim osima kutove, koji su manji od 90%, 
i đa treba projicirati trokut ABC: 


1" 
| 
j 


2? 
z+5 
2 


1) na ravninu YZ uzevšix = 1—y—z 
2) ria ravninu XZ uzešiy = 1—x—z 
3) na ravninu XY uzevši z=1—x—y. 


Prema tome: 


Pre fjad egagejoć Masa eg oaeie 


ABC BOC AOC 


+ [ftee—y—a—=— dx dy = 
AOB 


i Me ne Pad naa 


BOC 
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il—y 


+ [[or-nao= fa fa-y—ma+ 
A0B 0 o 


a 


1—x 1—x 


+ fafe eh=sas le fe=ih= 
ts o : o 0 


[zračunai: 


[B j f VR' >< —ydS, gdje je S gornja polovina kugline plohe 
KE 


2 +y+z2=R ; = r=RI 


2. g zdxdy, gdje je S ploha elipsoida 
S 


4 
Z+š+5-1 [1-5 rate] 


3. j J xdydz + ydxdz + zdxdy, gdje je S površina kocke omedene ravninama 
s 


x=0 y=0z=0 x=1l,y=liz=l. (Z=3) 


$ 12. VEZA IZMEĐU INTEGRALA RAZLIČITIH TIPOVA 
Veliko značenje u matematičkoj analizi i fizici, a također u mnogim tehničkim 


naukama imaju formule, koje daju vezu između integrala uzetih po nekom području 
i integrala uzetih po granicama tih područja. Tu vezu daju formule Green-a, 


Stockes-a i Gauss-a. 
1. Greenova formula 


Grćen-ova formula (čitaj Grin) daje vezu izrheđu poznatog nam krivuljnog 
integrala 


PP y) ds +0 (29) dy 
i 


K 
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uzetog po ravnoj zatvorenoj krivulji & i dvostrukog integrala užetog. po površini, 
koju ta krivulja & omeđuje. 


Da takva veza postoji, znamo već od prije: sako se samo formule, koju smo 
izveli za površinu sektora krivulje y = y (x). Ta formula za površinu zatvorene 
krivulje K glasi: 


1 E 
T= jara h 


Pomoću te formule izračunali smo kao primjer površinu sektora istostrane 
hiperbole (vidi Dio II. 8 7, 1). 


Green daje tu vezu u općem obliku. 


Neka su zadane dvije funkcije P(x, y) i O(x, oj koje su neprekinute za- 
jedno sa svojim prvim parcijalnim derivacijama i koje su definirane u području 
g ravnine XY. To područje a. omeđeno je 
krivuljom &, kojoj je jednadžba y = y(x), od- 
nosno x =x(y) i koju pravci paralelni s ko- 
ordinatnim osima i najviše u dvije točke 
(sl. 170). 


Izračunajmo dvostruki integral parcijalne 
derivacije po y funkcije P(. * y) uzevši ga po 
tom području g: 


1 [[ 22 azay 
go : 


Kako se vidi iz slike, tangente na krivulju X 
&, paralelne s osi Y, dijele krivulju na dva dijela: donji jednadžbe y,(x] i 
gornji jej Ya(x), pa integrirajući najprije po y, a zatim po x dobijemo: 


zi aa Py, 
od Po MOVE BI 


i 
y(x) 


nx) 
= J dx |P(x,y) | = [kad P(xy) parcijalno deriviramo po y, x je konstanta, 


P je dakle funkcija samo od y, pa je ostala bez promjene, jer smo je najprije deri» 
virali, a zatim integrirali] = 


; ' 
- / (P[x, gn (x)] — P[x, 91 (x)]) dx = 


b b < 
= [ Play: (x)]dx — | Pla, y.(x)] dx = 


' 
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b a 
= [ Pboy:(s)1dx + [ Pls,y(s)) dx = 
a * & 


= g» (xy) dx 


—K 


jer smo, kako se vidi iz slike, izvršili potpuno obilaženje krivulje ku negativnom 
smislu (u smislu kazaljke na satu, površina a desno!) 


Ili 
nE Zo drdy = — GP (m9) ds (a) 
š LK E 
Na isti način dobijemo: 
[ [22 ax dy = prema slici 176 = 
G * 


: d 5O( ) z(9) 
\ j X, 
- [o] SEA - NE 0,9) | 


€ E7162) € x) 


g d 
= | 1Qtx.(9), 91 — Qbn(y), ol dy = 


dđ c 
— [ Obe), slay + [ Otee09), 9] dy = E O, 9) dy 
c dđ +K 


jer smo sada izvršili obilaženje krivulje & u pozitivnom smislu (protiv kazaljke 
na satu, površina lijevo). 


Dobili smo dakle: 
[[2269449- $ 01990 
o. +K 


Oduzmemo li od te jednakosti jednakost (a), dobijemo: , 


JI (22—2P)a ELE Ga dx + Q(x,y9)dy (193) 
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To je Greenova formula, 


Pomoću Greenove formule možemo zamijeniti dvostruki inte- 
gral, uzet po ravnom području, krivuljnim integralom uzetim po 
krivulji, koja to ravno područje omeđuje. 


Uzmemo li da je P= —y,a Q = x i izračunamo li: Se u La Sh 
dobijemo prema Greenovoj formuli 
[2 -ao=“brd—ya (1932) 
Y > 
o K . : 


ili 
Ši asje 
“7 xdy —ydx, 

K 


a to je gore spomenuta formula za površinu zatvorene krivulje y = g(x). 


Greenova formula daje dragocjenu kontrolu krivuljnih integrala izračunatih 
po zatvorenoj krivulji, naravno uz uvjet, da su funkcije P(x,y) i Q(x,y) ne- 
prekinute u području g, koje ta krivulja omeđuje, jer je neprekinutost tih funkcija 
u području o bitna pretpostavka Greenove formule. 


Kontrolirajmo pomoću Greenove formule krivuljne integrale, . izračunate u 
primjerima 1., 2., 5. i 6. na str. 333 i sl.. Krivuljne integrale navedene u primje- 
rima 3. i 4. ne možemo kontrolirati po Greenu, jer su uzeti po otvorenim 
krivuljama. 


Primjer 1. 


, 


$ (x —2y + S) + (dy — dy 


Računajmo prema (193): 


-[Je + dx dy = MEZE 5 = prema slici 161 = 5. = = 15, a to je re 


K o S. 


Zultat, koji smo prije dobili. 


Primjer 2. 
po —v)dx + GG 4+9) dy 
P Q 


K 
Prema (193): * 


P- [+ 2y) dz dy = prema. slici 162 = 
K 


Lj 
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žaj 


3 5 7 Pa 
m [a [e+9-2[0]942 
23 2 : 


jod mi 
= 2 | (s +2—a—2) “= 2ja+ Bdx = 
X: : : 
7 \ 
= 2[x2+8x|=249+56—4—16) = 178 
+ 2 
Primjer 5. ; 
Par—o + 3)dx + (x +# 2y—5)dy 
K 
Prema (193): 
osig si 
dy o? x 
=2 [| dxdy = 26 = prema slici 163 = 
B x 
<1(2p+2024+23-2- +#5.244.4n)=30+5n 
jesi: in) 30 
Primjer 6. 


\ 


e rare , gdje je k kružnica polumjera r. 
a z 
Napisavši zadani integral u obliku 


y x 
dž o e 
Priy z sr? 

K . 


Ke : y x ie po : a 

vidimo, da je P = sja a Q= = Funkcije Pi Q ne odgovaraju pretpostavei. | 

Greenove. formule, jer nisu neprekinute u svim točkama područja a omeđenog kružnicom 
A : 


x + y% = r? (prekinute su u ishodištu), pa kontrola po Greenu.nije dopustiva, Da se u to uvje- 
rimo, računamo prema (193): 


BP +p— 2! g 

dy GFK GR) 

e _ tot žat xi 
GTP Grrydi 


o — gi x2 zi 
g II l( GRK ro) tv +0 


dok smo prije dobih drugi rezultat i to — 2. 


Kontroliraj po Greenovoj formuli primjere.i. i 3. navedene na str. 337., 
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Važna posljedica Greenove formule. Govoreći u $ 7 o egzaktnim 
diferencijalima i njihovom integriranju, dokazali smo, da je 
20_%P_4 | o 
ruždan i dovoljan uvjet, da linearni diferencijalni izraz 
P(x, y)dx + Q(x, 9)dy 
predočuje totalni diferencijal neke funkcije. u = u(x, y). 


Uzmimo sada slučaj, đa funkcije P(x, y) i Q(x, y), koje ulaze u krivuljni 
integral 


o P(x, s)dx + O(x, v)dy (2) 
K 


i za koje pretpostavljamo, da su neprekinute 
zajedno sa svojim prvim parcijalnim derivaci- 
jama u području o, koje omeđuje krivulja &, D 
zadovoljavaju gore navedeni uvjet (147), t.-j. 
neka integrand predočuje egzaktni diferencijal. 
Tada uvrštenje toga uvjeta u Greenovu for- 
mulu daje: 


dp Pla, y)dx + (2, y)dy = 0 T, 


SL. 177 


To znači: ako je Pdx + Qdy egzaktni diferencijal, vrijednost krivuljnog 
integrala po bilo kojoj zatvorenoj krivulji jednaka je nuli: 

Na pr. krivuljni integrali po zatvorenim krivuljama _ T.AT,BT, i T,CT,DT, 
(sl. 177) jednaki su u tom slučaju nuli, a iz toga slijedi, da integrali po otvorenim 
krivuljama TAT,, T,BT,, T,CT, i T,DT, moraju imati istu vrijednost, jer su i 
integrali po zatvorenim krivuljama T;AT,CT, i T,BT,DT, jednaki nuli. 

Prema tome: 

Ako je Pdx+Qdy, egzaktni diferencijal, t. j. ako je ispunjen uvjet 
oQ_ PP PQ 
0x 0x dy Bx 
Pdx + Qdy ne ovisi o putu integracije; već jedino o početnoj i ko- 
načnoj točki toga puta, dok je krivuljni integral 9 zatvorenoj 
krivulji jednak nuli. 


Na pr. si (2x5 — xy?) dx + (2y* — 25y) dy, koji smo naveli kao primjer 3. 


,» tada vrijednost krivuljnog. integrala 


na str. 337, jednaki je nuli po bilo kojoj zatvorenoj krivulji, j jer je sjena egzaktni 
diferencijal: 
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. S istog razloga vrijednost krivuljnog in- 
tegrala : ' ' 


J 2xy dx + x*dy 
K S 


uzetog uzduž bilo koje otvorene krivulje ne 
ovisi o putu integracije, već jedino o početnoj 
i konačnoj točki toga puta, jer je 


20 ap _ . 


SI. 178 


Da se u to uvjerimo, izračunajmo taj integral po pravcu y = x i po parabolama 
y=x4y=xmiy =\x od točke O(0, 0) do točke A(1, 1) (vidi sl. 178). 


1) ,po'y = x, odnosno x =y: 


S nE 


hh: 1 A X 
1= [2+ [ray =|5 sI az 
s 0 0 


2) po y = x?, odnosno x ="+ Vy: 


1 1 * 
= fox: = iera pE 
1 [aea+ [y6-|5+%|,—. 


3 ' j 


3) po y = x, odnosno x = Vy: 


' 1 13 ž kill 
1= [2+ [po =|7 +5» =2 
V 0: 


Page 
4) po y = \ x, odnosno x = y*: 


4 
35* +5 


š š| 
rai 1 


1 faza [yo = 


Iz dobivenih rezultata vidimo; da je vrijednost tog integrala jednaka: nuli za 
sve zatvorene krivulje, koje prolaze točkama O i A, jer: integrirajući.u' obratnom. 
smislu, t. j. od A do O dobijemo svaki put vrijednost —1. 


Vrijedi i obrat Greenove formule: 


Da linearni diferencijalni izraz Pdx + Qdy .bude egzaktni diferencijal, nužno 
je i dovoljno, da vrijednost krivuljnog integrala Pdx + Qdy ne ovisi o putu integri- 
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ranja, već jedino o početnoj'i konačnoj točki toga puta, a integral po zatvorenoj 


krivulji da je jednak.nuli, jer je to samo/onda moguće, ako -je E _E 0. 


U tom slučaju diferencijalni izraz Pdx + Ođy predočuje: totalni diferencijal 
neke funkcije U(x, y), koju možemo definirati kao integral duž krivulje & od točke 
A(a, b) do točke T(x, y): 


<Jy 
U(x, y) = f Pdx + Qdy 
a,b 


2. Stokesova formula 


Stokes-ova formula (čitaj Stoks) je proširenje Greenove formule. Dok Green- 
ova formula svodi integral uzet po ravnoj površini na integral po ravnoj krivulji, 
Stokesova formula svodi integral uzet po zakrivljenoj površini, t. j. plošni in- 
tegral, na integral po prostornoj krivulji. 

Neka je zadana u prostoru ploha S jednadžbe z = 2(x, y), koju pravci para- 
lelni s osi Z probadaju najviše u jednoj točki. Tu plohu neka omeđuje prostorna 
. krivulja k (vidi sl. 179). U tom dijelu prostora neka su definirane tri funkcije 

P(x,y, 2), Q(x, y z) i R(x, y, 2), za koje pretpostavljamo, da su neprekinute 
zajedno sa svojim parcijalnim derivacijama prvog reda. ' 

Uzmimo integral funkcije P(x, y, z) po 
prostornoj krivulji & i integrirajmo samo po x: 


G Ps yzldx = ' 
La : 


budući da krivulja & leži na plohi S, kojoj je 
jednadžba z = z(x, y), aplikata z = z(x, y) 


= e P[x,y, z(x, y)) dx 
POE: 


gdje je &' projekcija krivulje & na ravninu XY. 


Kako je &' ravna Krivulja, a Pl[x, y, 2(%, y)] = P,(x, ») funkcija dviju ne- 
zavisnih promjenljivih, možemo primijeniti Greenovu formulu.: 
Uzevši u obzir, da je O(x, y) = 0, imamo prema (193): 


Por 94 f Pts te slk (a) 
gdje je a područje ravnine XY, koje je:ameđeno krivuljom_A'. 
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gdje je y kut, što ga orijentirana normala na element dS plohe S zatvara s + 


Računamo: 
8P,_ 2. ' : 
< = (Plx, » ik y)] H = prema (87) = 
_8P_,8P az. 
8y dz dy 


Uvrštenje“u (a) daje: 


Znamo, da je prema (130):. 
'dxdy = dS c0sYy, 


osi Z (vidi sl. 179). 


U drugu je_ruku 
dz 


šy Sdb-a ds * cosy = prema (130 ) = 


- maErET = prema (77a) i (39) = — dS cos # 


gdje je cos B = ———2—— kosinus kuta, što ga normala na dS zatvara s"+ 
A kk : 
osi Y. 
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Uvrštenje u (b) daje: 


(Pi y z)dx = IJ — S dS osa + S: dS cos e) = 


k 


SU. —— cos B—5 — M) dS 
mI: cos B— 5em) )as= pro y> z)dx 


Na slični način dobijemo: 


If (2 c0sY— . sa) sg O(x, y, z)dy 
đ | : 
R prede 
o lIsee-ž Jes Pato 9, 2)đe 


. Dobili smo dakle: 


Zbrojimo li te tri jednakosti, dobit ćemo nakon. uređenja: 


ll [(5— 22) Pos > (she | s B + (22 —5) easv| dS= 
= (Pr, y,.2)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, 2)dz 
k : 


To je Stokesova formula. \ 


Ona pretvara bilo koji plošni integral, t.j. integralipo ori- 
jentiranoj površini plohe, u Erivuijai. .iutegral uzet po orijehti- 
ranoj međi te plohe. 

Uzevši u obzir, da je: prema (130, 130c d): 


dS cos a = dy dz 
dS cos B = dx dz 
dS cosy = dx dy * 


možemo: Stokesovu formulu napisati u obliku: 


[[(5--2) a. gle ije da + [P-č) a: x dy = 
i | 
= DP(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, 2)dz ša 
Pot sja 


Uzmimo specijalni slučaj, Stokesove formule. 


Neka je ploha S ravna i leži zajedno sa svojom medo F u ravnini KV. Tada 
jeg =0idz =0, pa uvrštenje. u (1944) daje: 


JI - dj dxdy = pra y)dx + Q(x, y)dy 


a8 to je: Greenova formula. 
Pamteći Greenovu formulu,. možemo lako napisati  Stokesovu, treba samo 


ciklički permutirati u e —_5 slova xy zi P, Q, R. [Vidi dalje formulu (21 1)). 


Pretpostavimo, da je integrand krivuljnog integrala 


| pas + Qdy + Rde_ 
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totalni diferencijal neke funkcije. U = U(x, Y 2), t.ojeo funkcije. PB, QiR za- 
dovoljavaju uvjete (149): 


ŽR_Q_4 . ,P_LR_4 . 2Q_AP_ 
Gra LI a ja E va i 


Uvrštenje tih uvjeta u Stokesovu formulu daje: 


f 
Pp Pdx + Ody + Rdz = 0 
K 4 


a to znači: ako je Pdx + Qdy + Rdz egzaktni diferencijal, vrijednost 
krivuljnog integrala ne ovisi o putu integriranja,.već jedino o 
početnoj i.konačnoj točki toga puta, a krivuljni integral po za- 
tvorenoj krivulji jednak je nuli. 

Vrijedi i obrat:te posljedice Stokesove formule: da linearni: diferencijalni. 
izraz Pdx + Qdy + Rdz predočuje egzaktni diferencijal, nužno je i dovoljno, da 
vrijednost krivuljnog integrala Pdx + Qdy + Rdz ne ovisi o putu integriranja, već 
jedino o početnoj i konačnoj točki toga puta, a krivuljni integral po zatvorenoj 
krivulji da je jednak nuli, a-to je moguće samo u tom slučaju, kad funkcije P, Q 
i R zadovoljavaju uvjete (149). 

U tom slučaju predočuje diferencijalni izraz Pdx + Qdy + Rdz totalni dife- 
rencijal neke funkcije U(x, y, 2), koju možemo definirati kao krivuljni integral 


X,9,2 


U(x,)y, je = | Pdx + Qdy e Rdz , (195) 


a,6,c 


Na pr. računajući krivuljni integral 


Pla 3)dx + (y—1)dy + (22 + 2)dz 
. P Q z R 


po luku cilindričke spirale AB i pravcu BA (vidi primjer 3. na str. 345), dobili 
smo nulu. Integrand je dakle egzaktni diferencijal. Da se u tome uvjerimo, izra-, 
čunajmo uvjete (149) za zadani integrand. 


Dobijemo: ; 
8R_20_4 , P_XR_4 ,. Q_P_4 
dy Norris dx dy 7 
pa je 


(x + 3)dx + (y— 1)dy + (22 + 2)dz =dU 
Da odredimo funkciju U(x, y, 2), izračunajmo krivuljni integral po bilo kojem 


putu, na pr. po pravcu OB, od točke O(0, 0,-0) do neke točke T(x, y, 2) toga 
pravca. 
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Prema (195). 
x,9,€ : š 
U(2,y, 2) = | (x + 3)dx + (y — 1)dy + (22 + 2)42 


0, 0,0. 


Jednadžba pravca OT: K_1_£ 


ili u parametarskom obliku: 


(dh 


Odatle: dX =xdt;. dY=yd; dZ=zd. 


izfa):slijedi; da je u točki O(0, 0/0) parametar £ ="OFaštetočki T(x, y;v2) 
garametar 7 =\1. 


Dobijemo: 
U(x;y, 2) — [ 1st +3)a + (yr— ly + (Zet + Dede = 


1 i 1 
=|x > +3x +959 20%+28a| = 
2: 2 Fa 


i A jn : 
=51%*+75 y+8*t+2z 


Do istog rezultata dolazimo računajući U prema formuli (150). 


Budući da je po Stokesovoj formuli vrijednost plošnog integrala po površini 
S već određena vrijednošću krivuljnog integrala uzetog duž zatvorene krivulje k, 
koja tu plohu S omeđuje, možemo za plohu S uzeti bilo koju plohu, koju pravci 
paralelni s osi Z probadaju najviše u jednoj točki. 


Navedimo nekoliko primjera, 
P (9% + 2jdx + (2 + 22)dy + (g + oPjde 


tizet po nekoj zatvorenoj prostornoj krivulji & pretvori pomoću Slokrsove formule | u plošni 
integral uzet po površini S, koju-ta krivulja omeđuje. 


Računamo prema (194a): 


DR de ME 0B: RASNE 
GO ATA a a RR av? a 


$ =2 [[o-so dz +(Z —x)dž dz + (x —y)dx dy 
K s 


24 B. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio III. 
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2. Dokaži, da je krivuljni integral 


(ax + ao + za: 
K 


gdje je k kružnica x? + y2 = R2, z = 0, jednak plošnom integralu uzetom po površini poluku» 
gle, koju omeđuje ta kružnica k. 
Najprije računamo krivuljni integral prema ( 184): 
z=0;dz=0;x=Rcost ;y = Rsne 


dx= —Rsnidt ;dy = Restdt 


2m 
f = | (—R* sint t cost + Reost)di = 
K 9 
27 27 
= —R | sinšteostidi + R fecra =\vidi Dio II., $ 5, 7. Tip XI, 7) primjer 1. == 
Q% D) 
. ša 2m 2m R 
a Lo sindi sin d __z : \ 
-—R|£ 64. 8 |+R | g A 
o —_ 


Sada računajmo prema Stokesovoj: formuli: (194a) plošni integral uzet po površini pohia 


kugle: 
== pls 


AR AQ 8P _ 2R._ 88 8P _ mim 
pla op ak kei o 
: | | (8 35y9%)dxdy = 
Ki 


Prelazimo na polarne korđinate uzevši uz to u obzir, da orijenurana normala na gornjix 
polovinu kugline plohe zatvara s + osi Z kut y < 90", pa je gosy > 0. ; 
Prema (1112) imamo: . 


=-— >([e cosšitg+:sin".p + dodo = 
o 


B 2 R 
u 1 sinaohić lo e rz Rs 
--1); (+ 4 laje X, S 


NA: oma Gi Rs : 
Očito je, da ćemo za taj plošni integral dobiti istu vrijednost — 2 za sve plohe; koje su ome+ 


đene kružnicom k. 
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3. Gaussova formula 


Ta formula, koja je takoder poznata pod imenom formule Green-Ostrograd- 
skog, daje vezu izmedu trostrukog ili prostornog integrala i plošnog integrala. 

Neka su zadane tri funkcije P(x,y, 2), Q(x,y9 2) 1 R(x,y., 2), koje su ne- 
prekinute zajedno sa svojim prvim parcijalnim derivacijama. Te su funkcije defi- 
nirane u trodimenzionalnom području volumena V, koje je omeđeno plohom S 
jednadžbe z = z(x, y), pri čemu za tu 
plohu pretpostavljamo, da je pravci para- 
leini s koordinatnim osima  probađaju 
najviše u dvije točke: (slika 180). 

Uzmimo trostruki integral / po 
volumenu V zadanog područja parcijal- 
ne derivacije po z funkcije R(x,y, zj: 


I= mE 2 dxdydz = 
p 5 ' . 
EZE2) 


- [Jao [22 ads 


zalx,y) 


gdje je a ortogonalna projekcija područja omeđenog plohom S na ravninu XY, 
az=2(xy9)iz = z(x,y) jednadžbe ploha S, 1 S, u koje dijeli zadanu plohu 
S valjkasta ploha, kojom se ploha S projicira u područje a ravnine X Y.. 

OR(x, > 2) 


Se je funkcija samo od z, jer xiy 


Izvršivši deriviranje i integriranje | 


smatramo, da su konstante ] , dobijemo nakon uvrštenja granica integracije: 


i= [[(al= Y> Zelx »| — R E y Zala, » jes dy = 


Ps IJ Rlx, y>, Z(x, )) dx dy — || R[x, Y> Za(X, vji dx dy : 


pi 


Kako se vidi iz slike 180, orijentirana normala na element 45, donjeg dijela S, 
plohe zatvara s osi +Z kuty, > 90“, pa je c0sY, < 0. Prema tome, uzevši u obzir 
orijentaciju plohe S, dobijemo: 


1 = |] Rt, y, Za(x, y)] dx dy + [Jam 9; 2(x, y))dx dy 
[e] s ' : 


Budući da je ravno područje o projekcija na ravninu X Y plohe S, i plohe S,, 
oba gore dobivena dvostrvka integrala jesu izrazi za plošne integrale funkćije 
R(x,y, 2) uzeti po vanjskim stranama tih ploha. 
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Prema tome: 


= [| R(x, Y, z)dx dy + INI R(x, J, z)dx dy = NI R(x, y, z) dx dy 
S, a. S s 


Dobili smo, dakle: 


dase JI i y. zldx dy 


Na isti način dobijemo: 


[[[ Zaoa = [| 00. y, zj dx dz 
v s 
JI Sr dr dy dz = IJ P(x,y, z) dy dz 


Zbrojimo li te tri jednakosti. dobijemo: 


AP o 5.) s 
[[N(+52+% dx dy dz = 
v 


(196) 
= NEZ y, Zldyds + Q(x, y, z)dxdz + R(x, y, zjdxdy 


To je Gaussova formula. 


Ona pretvara trostruki ili prostorni integral uzet po volumenu 
V područja u plošni integral uzet po vanjskoj površini plohe, 
koja to područje volumena V omeđuje. 

Kako je prema (130, 130c i d) 


dxdy = dS +-cosy 
dx dz = dS > cos B 
dydz = dS +cosa 


Gaussovu formulu možemo napisati i u obliku: 


JIN == + 5. ) dedydz - [ [uze y, Z)cosa + Q(x, y, zlcos B + 


 (196a) 
+ R(x, y, zj cosvldS 
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Ako ploha S, koja omeđuje područje volumena V, ne odgovara gore nave- 
denoj pretpostavci, da je pravci paralelni s koordinatnim: osima probadaju najviše 
)u dvije točke, tada treba plohu. S podijeliti u dijelove, koji odgovaraju toj pret- 
postavci, primijeniti Gaussovu formulu za svaki pojedini dio plohe i rezultate 


zbrojiti. Na taj način možemo primijeniti Gaussovu formulu za područje ome- 
đeno bilo kojom plohom S. 


Slično tome, kako smo izračunate krivuljne integrale kontrolirali pomoću | 
Greenove formule, tako i plošne integrale uzete po zatvorenoj plohi možemo 
kontrolirati pomoću Gaussove formule. 


Provedimo kontrolu plošnih integrala navedenih u primjerima 2. — 4. uklj. (str. 353). 


\ 
Primjer 2. 
ff (2x + s z)dy dz + E=A + 2)dx dz He 2) dz dy 


p, Prema (196): 


30, 2R 
ra +5 


If - — | [Paaa:-—v- prema slici 173 = — mr 
S v ž ž 


Primjer 3. 


=2—2—i=—1 


[[ (x? + y)dy dz + snzdxdz + &t*dxdy 
S 


a io mo bero+et 


| [ = | [ | (2x + e*+?)dxdydz = prema slici 174 = 
s v : 
1 1 1 


1 
- [a[0[a+eta- [a 
o 92 o 


0 


2xz + 7+? 


0 


1 


+e 


1 
= [os+et"—oa- 
o 


=|1+&č—e—e+1=ea—2+2 
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Primjer 4 
[fe +y=—2)dy dz + (x —2y + zjdedz + (4x —y — zadr dg 


2P,2Q, 2% 
E: +8 


[[-—[[ [a2 -—v prema slici Nms=— 
s voj ns 


Uzmemo li, da je 


=2—2—1=-—1 


Tada je 


ga Gaussova formula prima oblik: 


3 [[ [axayae— | | eayas + ydxdz + zdxdy 
v S 


V = a JEL7: + vdxdz + zdxdy 


Volumen tijela omeđenog plohom S izrazili smo pomoću plošnog integrala 
ugetog po površini plohe, koja to tijelo omeđuje. 

Time smo. dobili zanimljivu vezu između volumena tijela i plohe, koja ga, 
omeđuje. 

Izračunajmo na pr. pornoću te formule volumen piramide prikazane na slici 175. 


V = BJE + ydxdz + zdxdy = prema primjeru 4. na str. 256 = 
S i 


-:U[+1[+1(+1D- 


AOB BOC .AOC 


_ilo+apos[Ja—s—naas[]u—r—uaa 
BOC 


Navedimo još posljedicu Gaussov= formuis. . 
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Prelesknini da, funkcije. 'P, Qi R zadovoljavaju u podruju volumena V, 
koje je omeđeno plohom: S, uvjet 


Tada iz Gaussove formule: slijedi :. 
[[ Pe. y, z)dydz + D(x, y, zj)dxdz + R(x, y, z) dx dy =0 
"S : 


a to znači: 


Vrijednost plošnog integrala | | Pay dz + Qdx dz + Rdx dy ne ovisi o plohi, po 
s 


kojoj se vrši integriranje, ako funkcije+P; O i R zadovoljavaju uvjet Š Na 
+ rta 0. U tom slučaju vrijednost tog plošnog integrala zavisi samo od granica 
područja integriranja, t. j. od krivulje+k, koja to područje omeđuje, jer su inte- 
greui protegnuti na obje plohe S, i S,, koje su omeđene istom krivuljom k (vidi 


s 180), međusobno jednaki, pa stoga "integral po čitavoj zatvorenoj plohi S, + S, 
sora biti nula., 


Primjeri 
1. izrašunaj pomoću 'Greenove formule 
I= $ (g +ydx — (22 +17) dy 
+K 
gdje je k kontura AABC [A(1,1); B(3, 2); C(2,5)] (nariši sliku trokuta). 


Prorma (193): ' 


> [[[—22—2te+w ] drdy =— [ [dz + 20dzdy=—n 
AABC AABC 


Izračunavši jednadžbe stranica trokuta ABC: 
1 1 ' 
AB=y= Ze +5: BC=y=—3k +11 i CA=vy=4z—3 


zrelazimo na računanje Ii prema slici trokuta. 


4x —3 3 —_3z+1u 


pa -JIC; ć BJ em-[a[ee+mu+]a] (dz + 2y) dy = 
: ++ ž Lza+9 
—sz+u 
> Plo [laro] 
La+n? : Žt=+D 
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ikre jere ere 


3 
«uci Za+ a [+h-&e-+ EE 
02 
= 5; (0881— 1827 = Pa 46 2 


I=—nu m4 


Izračunaj sada zadani integral neposredno, tj. kao krivuljni. Moraš dobiti istš 


rezultat. 
2. Izračunaj pomoću Stokesove formule integral 


i= [ (Qu? — 22) dz + (22 — 2%) dy + (22 — y_%) dz 
+K_ 
gdje je k šesterokut, u kojem ravnina x +y +z = a siječe plohe kocke £ =0, 
=a;y=0y=aqaz=0z=a. 
Označivši plohe kocke kao na slici 174 i urisavši zadanu ravninu i presječniciu 
tj. šesterokut, koji označimo s KLMNPR, prelazimo na računanje zadanog integrala £ 


prema (1943). 
I= 1 | (— 2y — 22) dyudz + (>22—22) dedz + (— 22 — 24) dzdy = 


=—2[[w + 2) dydz + (2 + z)dzdz + (2 + y) deduy 


gdje je S prednji dio površine kocke, šta ga odsjeca zadana ravnina 


zi AJE SENJA EI ta 


AKDL GFENP AMEN  KDFGR APGR DLMEF 
ff =(z=0dz=0,cosy = cos 180% = —1) = 


AKDL 


a Q ić 
=—[[a+waay=— [dz [a+rpdy- 
AKDL £ _z+ da | 
qa a a 2 5 
m + 1%. -_[E€ _ 2 2 
- | srela“ DK 
rr 
' a 
= — 129462. 5 qa: =_ 5.0 
| oka rk 
& 
z 
[-e=1ndz-0,c0p=coa0=n= 
JFENP 
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a 
o. = 
a 
2 a a a 
= flmu+ £|4e+ [|294+42 dz = 
o —z+2 z . o 
a 
3 3 md 2 Fo“ 28 
BS pod. Ja Ka Loa Ere |_ 2 
|If+f7+ 40 ]+|4 +- Frka 
Ka KI 
2 


I =(qr=0dz=0;cosa =c0s1809=—1) = 
AMEN 


a 
g 5 
-— [[w+oayaz=—| dy u+9d-— u 
AMEN 4 —z+30 
2 
=(x=1dr =0;c0sa = cos0=1) = 


KDFGR 


o [u+oa+ | pi z)dz = E oj 
a 
zar 2 


o 


2, pje 


< , 


JI = (y=0dy =0;cos 8 = cos 180% = — 1) = 


aPGR 
a a 
=—[[|a+ndaz=— [az [a+na=— Pa 
APGR a 3 
2 -t+: a 
=(U=1dy=0;ć0sf8 = cos0 = 1 = 
DLMEF y 
Ki 
2 a 
; 23 
- [dz | a+gaz+[dz |a+29a=2% aš 
a a a o . 
' —z+2 “i 
Prema (a): ' 
5 23 5 23 3_5 28 ) 
= o —__a+204-— 0+ a 
ia (Vrat 24 24 ut 
=_-9.45 
2 


3TT 


3. Izračunaj pomoću Gaussove formule : 
I -[/ x? dydz + y* drdz + zdrdy 
s 
gdje je S površina kugle g? +1 +2 =a? 
Proma (196): I=3 [f] (g? +vy2 + 2%) drdydz 
v 
Prema (117) i (118a): 


z=posindcosg; y=osinSsing; z=ocos# 
drzdydz = e2*sno8dod3do 


I= 3[[( o? [sin* 2 (cos?-p + sin? g) + cos? 9] otsndpdsde= 
v 


-3([] e*snodpd&odo = 
V 


2a zm a 3 
u 
-a | do [smnoa9 ( edo =3:21 | —coso mig 
e . o a e 
amer 
— 


Izračunaj Ž 
1. Pomoću Greenove formule krivuljne integrale: 


a) $ ry* dy — 2? gdz 
3 +K 
gdje je k kružnica mt +y?=rt 


[2] 


b) $ Kc+vydzr—z—udvy 
+K 


gdje je.k elipsa ZiR =1 
a? bt 
t—-2ab:| 
c) $ ex(i-—cosy) dx — ez (y —siny) dy 
: B +K a 
gdje je k kontura područja omeđenog odreskom osi X i sinusoidomodrx=0doz=x 


boa 
[-s(+-1:)] 
d) $ e—€* +9 (cos2 zydz + sin 2 ryđy) 


+K 
gdje je k kružnica za? +y?=r? 


' , : [9] 
2. Pomoću krivuljnih integrala [formula (193a)] površine omeđone krivuljama. 
a) elipsom : 
x =acost; y =bsint [ab] 
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b) .astroidom 


S 3 
z=acost; u =bsin?t >| (BSt<E2s) [- «oz ] 
3. Pomoću Gaussove formule 


[ | x? dydz + y? drdz + z* drdy u 
E 
gdje je S površina kocke x=0x =a;y=0y=d4;z=0z=a. 


[3a*] 


4. Pomoću Gaussove formule pretvori zadane plošne integrale uzete po zatvo- 
Kad p . 4 . 
grenim površinama S u prostorne po volumenima V, koje te plohe S omeđuju. 


a) [[zavaz + yudrdz + zdrdy 
S 


+ (3V] 
+ x 
w ( rzcosa +ycosfi + zcosy ds 
Vat+y +2 

s 

Ž [ 2 [[f dr dy dz 
ov 

5. Izračunaj' 


b u+dr+(z+adu+ st + gode 
+K 


ed = 
gdje jeka [kT ŽE W>r;z>a 


a) pomoću Stokesove formule. 
b) neposredno kao krivuljni integral.) 


[Aa Rr1 
$. Isto za P 
$ dz + zidu +xtde 
+K : 
_ [2+ gt =az 
Ka lzikifa #29 


7, Izračunaj ; 
ž IKI z dydz + y dede + z dzdu 
s 


gdje je S sfera x" +yf+2=1 
a) pomoću Gaussove formule, 


b) neposredno kao plošni integral. [42] 


8 13. VEKTORSKA ANALIZA 
1. Usmjerena derivacija. Gradijent skalarne funkcije U(x, y, 2) 
Da što potpunije shvatimo pojam gradijenta, izvedimo najprije formulu 


za derivaciju funkcije U = U(x, y, z) u smjeru s, koji je određen kutovima a, 
BiY šta ih taj smjer zatvara s koordinatnim osima X, Y i Z. 


3718 


Za funkciju U(x, y, 2) pretpostavljamo, da je definirana u nekom trodi- 
menzionalnom području i da je neprekinuta zajedno sa svojim parcijalnim deri- 
vacijama. 

Napišimo totalni diferencijal funkcije 
U(x,y, 2): 


JU JU JU \ 
dU = d d dz id 
se Py PES: |:ds 


dU _o9U dx  AUdy AU dz 


/ 
dd e ) S 
ds dx ds + Oy ds 3 oz ds (a) e Koa 
o ec 
Potok? 


Smatrajući: prema slici 181, da su dx, dy A 


i dz beskonačno male veličine, imamo: S1.o18l 
dy ' 
Piti B 
dx ; ; 

Analogno — o =cosa : (197) 

ds H * 
dz 
> 5 Cos 
ds kia 


Uvrštenje u (a) daje traženu formulu za derivaciju funkcije Ufx,y, z) u točki 
T(x, y, 2) u smjeru s(a, B, Y): 
dU AU 


AU | o MRA , 
in e ae cosa + Za cosB + Si c0sY (198) 


Vidimo, da vrijednost derivacije - ovisi ne samo o točki T(x, y, 2), u kojoj 


smo računali derivaciju, već i o smjeru deriviranja s(a, B; y). Naš je slijedeći za- 
datak, da odredimo u točki T onaj smjer, u kojem derivacija ima maksimalnu vrijed- 
nost, kao i smjer, u kojem je derivacija jednaka nuli. Najjednostavnije možemo 
taj problem riješiti pomoću vektora. 

U području, u kojem je definirana funkcija U(x, y, 2), definirajmo vektorsko 
polje tako, da svakoj točki. T(x, y, z) toga područja dodijelimo jedan vektor, 
kojemu su komponente, t. j. projekcije u koordinatne osi X, Y i Z, vrijednosti 
parcijalnih derivacija po x, y i z funkcije U(x, y, z) uwtoj točki T. Taj vektor 
zove se gradijent skalarne funkcije Ufx,y, z) i označuje se s grad U. 


a “Prema tome je vektor 
; JU BU> 2U->  aU—> 
grad u dy M grad U = Era i+ dy! + zA 
JU 
oz 


Njegova ie apsolutna vrijednost ili duljina: 
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| JU\F. ZAO VI PO 
; grad u -+ (2) u (85) gi (32) SEA 
Njegovi su kosinusi smjera: ; 
AU AU gaU 
cos x = 2 ; cosB= peer 3 pa = da 
“ Terad U] * 7 Igrad UD *| TT 0 


Sl. 182 prikazuje vektor grad U neke funkcije U(x,y, 2) u točki To(X0 Po» 20). 

Općenito možemo kazati: pripada li svakoj točki nekog područja određeni 
vektor, tada postoji u tom području polje vektora ili vektorsko polje. 
U našem slučaju imamo vektorsko polje gradijenta > INBECIJE U(x, », 2). 

Uvedimo još jedan vektor i.to jedinični vektor pa u čijem smo smjeru deri-: 
virali funkciju U(x, y, z). 

Kako znamo, komponente su orta njegovi kosinusi smjera: 


cos & 
> 
504 C0s B 
cosy 


' 


Uočimo li sada formulu (198) za derivaciju funkcije U u smjeru s, vidimo, 
ti 
da ona predočuje zbroj produkata istoimenih komponenata vektora grad U i ma 


t, j. prema (18) njihov skalarni produkt: 


ili prema (11): 


grad U|+1<c09 (a) 


gradu 


=-+--------__ 


o 


Sl. 182 SI. 183 


+ 5 
gdje je kut između'grad U i vektora 5, u čijem smo smjeru derivirali (slika 183). + 
Iz slike 183 vidimo, da je [grad U| cos & projekcija grad U u smjeru 


—_> 
deriviranja s, pa možemo kazati: derivacija funkcije u zadanom smjeru jednaka 
je:projekciji gradijenta funkcije u smjer deriviranja: 
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Iz formule (a) možemo izvesti dva važna. svojstva gradijenta. 
Vrijednost [grad U | je konstantna u svakoj točki polja gradijenta, dakle vri- 


jednost ž u svakoj točki polja ovisi prema (a) jedino o ćos e, odnosno o g, dakle 
jedino o smjeru deriviranja. ; 

Pretpostavimo, da deriviramo u smjeru gradijenta, t. j. uzmimo, da ie g=0. 

, . : .dU _. . x : pie 

U tom slučaju prima cos «, a dakle i rr svoju maksimalnu vrijednost u dotičnoj 


točki polja, pa je prema (a):, 
(5) =: 
rom 


To znači. S postizava maksimum u nekoj točki T(x, y, z) područja defi- 


nicije funkcije U, ako deriviramo u smjeru gradijenta, koji pripada dotičnoj točki 
polja, i ta je maksimalna vrijednost derivacije jednaka apsolutnoj vrijednosti gra- 
dijenta, 


grad U | (b) 


grad vl - 


Uzmimo li u obzir, da derivacija Iz daje brzinu, s kojom se mijenja funkcija 


U pri pomaku u smjeru s, i da predznak derivacije pokazuje, da li funkcija raste' 
ili opada, tada iz jednakosti (b) razabiremo prvo svojstvo gradijenta: 

Vektor grad U u svakoj točki polja ima onaj smjer, u kojem 
se funkcija U najbrže mijenia, a apsolutna vrijednost gradijenta 
daje brzinu te maksimalne promjene funkcije. 

Pretpostavimo sada, da deriviramo u smjeru okomitom na gradijent, t. j. 
uzmimo, da je g = 90" 

Tada prema (a) imamo: 


To znači. deriviramo li u smjeru okomitom na građijent,. promijena je funk- 
cije jednaka nuli. 
Uvedimo pojam nivo-ploha funkcije U = U(x, y, z).. U tu svrhu stavimo 
da je U = € (konstanta). Dobijemo: 
U(x,y z) =C 
ili eksplicitno ' 
z=f(x,y, C) 


To je funkcija dviju nezavisnih promjen- 
+ljivih x i y, predočuje dakle neku plohu. 

Mijenjamo li po volji vrijednost konstante 

C dajući joj vrijednost C,, Ga, C,,..., dobijemo 

familiju ploha. To'su nivo-plohe funkcije 
U = U(x,y, z) (vidi si. 184) ' 
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Giba li se točka T(x, y, zj po jednoj od nivo-ploha; na pr. po onoj, kojoj: 
odgovara vrijednost C, konstante C, funkcija U se ne mijenja, jer ima uvijek vri-. 
jednost C,. Malo prije smo rekli: ako deriviramo funkciju U u smjeru okomitom 
na gradijent, promjena je funkcije jednaka nuli. Iz toga slijedi drugo svojstvo gra- 
dijente funkcije U(x, y, z): E 

Vektor grad U stoji uvijek okomito na onu nivo-plohu funk- 
cije Ufx, y, 2), koja prolazi njegovom početnom točkom. Drugim 
riječima, gradijent ima u svakoj točki smjer normale pripadne nivo-plohe. 

Pomoću tog drugog svojstva gradijenta možemo lako izvesti formulu za kut 
dviju picha, pod kojim se razumije kut njihovih normala. 

Neka se traži kut €, što ga međusobno zatvaraju zadane plohe Gfx,y, 2) = 0 
i H(x,y. 2) =0. Obje plohe možemo smatrati kao nivo-plohe funkcija 


G=G(xy=2) i H=H(x,y2) uz G=0 i H=0, 


t.j. uzevši € = 0, pa se zadatak svodi na određivanje kuta, što ga međusobno 

zatvaraju gradijenti funkcija G i H, koji, kako znamo, imaju smjer normala na. ' 

nivo-plohe. 
Prema (199): 


G BG > 
god 6-21 + PRI O 
OH—> aH—>  0H— 


grad H=57i + +3z* 


pret 
i prema (19) imamo: 
BG BH __G AH | AG AH 
dx dx Oy Oy Bz dz 


| V(2)'+ (2) + 92) SEE 


Navedimo primjer. 


e0s e = (200): 


Odredi veličinu i smjer najveće promjene funkcije U =# x2y!z u točki T42, 3,4). 
Zadatak se svodi na određivanje grad U, njegove apsolutne vrijednosti i smjera u točki 7. 
Računamo prema (199): ; 


U aaa . (2u\ — 
SE 322922 , autočki T42 3,4): (2), = 432 
AU JU 
= 24 ; (57) =192 
dy : (5), 


—> —> > 
grad U = 432i + 19251 +72k 
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Maksimalna veličina promjene funkcije u točki Tg(2, 3, 4) = 


-+] 4322 + 1922 + 721 = - 418 


Smjer, maksimalne promjene funkcije u točki Ti: 


432 


gbe doii &« ==25"%30 
\ 92 ; Pr 

cos B = a = 0402 B==66"20', 

cosY = Ka = 0,149 i= 8120" 


Na početku ovog poglavlja izveli smo. formulu (198) za derivaciju: funkcije. 
U(x, y, 2) a smjeru s(a, BY) tj. 2 Ta usmjerena derivacija piše se često 
u obliku: 


dU _*3uU 
sir 


gdje je še jedinični vektor, u čijem se smjeru derivira. 
Malo prije u izrazu (a). prikazali smo a. kao skalarni rodaka vektora grad U 


i ječiničnog vektora . So u čijem se smjeru deriviralo: 


dU 4 
pk = grad. U 54 
Slijedi: d 
Naj SERE 
—— = S grad U (1984) 
ds, 


Derivacija funkcije U(x, y, 2) u smjeru s jednaka je skalarnom produktu 


= ,jediničnog vektora s So, .uzetog u tom smjeru .s, i gradijenta funkcije U. 


Na pr. za še zi dobijemo derivaciju funkcije U u smjeru osi X, t. j. ika 
Kuger mahao uzi +51 +54) = prema (6) i(13)= = 
Fe. 0x Og 


Na isti način dobijemo: 
ZU _2U. “2u__u 


=> dy * ka rerajcajke am 


9) dk , 
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Primjer 


Odredi derivaciju funkcije U = xyz u točki A (5, 1 2) u smjeru od A prema B 
(9, 4, 141. sA 


Prema (8): 


- 4i+3j+12k 4 > 2+ 1 > 
o“ e ib 
V 16+9 + 144 13 13 .H 
Prema (198): : 
E JU > 4 3 12 
. ZLE gegrad U = =yzt+ —gzt— xy 
ds dz B 13 ta 
: So : 
a u tački A (5,1 2): 
U LA ga onda 
13 13 13 


pra 
2so 


Pretpostavimo, da je zadana funkcija z funkcija dviju nezavisnih promjen- 
livih xiy, t ji z = z(x,y), koja je definirana u nekom ravnom području s rav- 
nine XY. U tom slučaju definiramo u tom području ravno polje gradijenta funk- 
cije z tako, da svakoj točki područja dodijelimo vektor, kojemu su komponente 


Ea i ae . Tada formule (199) primaju za funkciju z = z(x, y) oblik: 
oz, dz 
grad z = Ze + oy j 
Iz\* 0z\? 
Igrad z|= + \ (5) +(5) (201) 
az ' ' az 
pam mne ane 
Cosa = meda s cosB=sna= Vađad 


Za z = C = konstanta dobijemo sađa hivo-krivulje z(x, y) = C, pa vek- 
tor grad z stoji okomito na onoj nivo-krivulji, koja prolazi njegovom početnom toč- 
kom, t. j. ima smjer normale pripadne nivo-krivulje. | 


Primjeri / 


: PAL m xž v? z2 
1. Odredi derivaciju funkcije U = > + + 
az bž. cz A 


s + 
u zadanoj točki T (£. y, 2) u smjeru radijvektora r te točke 
L j ; 


Prema (198), (18) i (4) dobijemo: 


ŽE = Sig eosa + Su 0058 + SL cosy = 


25 BB. Apsen: Repetitorij više matematike — Dio IM. 388 


x 2y 2 z 
“gradU rom, ja rje O 
_ 2 s v: z\_ 2U 
7 Atea) 


2. Odredi kut, pod kojim se sijeku valjak zf+y=a* s plohom bz=zy 
u točki Fo (Fo, Vo, Zo) : 


Napisavši jednadžbe zadanih ploha u obliku 
G =r+yt—a? =0 


H=zy—bz=0 ' : 
računamo prema (200)', : : : 
: .v+2y-1r+0-:(—b 2b 
eje že 1V+2y -£+0-(—b) _ 2 


Vazt+4yt -Vyt+a+bi o aVa+b: 

jer iz jednadžbi zadanih ploha slijedi, da jezv=bzaz+vy=a 
U točki To (Co, Vo, Zo): 

2bž, 


Cos =. 
4 at robi 


3. Odredi pomoću grad. f jednadžbe normale no i tangentne ravnine E, na hiper- 
boloid z? + y* — 22 =18 u točki Ty (3,5, — 4). 


G=f(a&y)=m+y—z—18=0 
p. grad f=2zi+2yj—2zk 
a u točki To (3, 5, — 4): 
' : . (grad f9)o=6#1+10/+8k 
Kako je (grad $)o usporedan s normalom no, odnosno okomit na tangentnoj rau« 
nini E, dobijemo prema (38): 


. z—3 4—5 z+4 


mE = m0 5 a 
ili : ' 
r—3 v—S5 —_z+4 


. 3 5 4 
a prema (50a) i (58): 
i A=3(z—9)+5U—9)+4(2+4) 0 
šli : 
3z+5y +42 —18=0 
4, Odredi najveći skeda plohe z = x* u točki Tu(2, 2). 


Zadatak se svodi na određivanje smjera re zutočki Ti. 
Računamo prema (201): 


dza. 5) 22.1a 

dk » (2), 2 2 4 
oz Pama (5) pon . 0,301 BEL: 4 + 0,301 ps 
PRE hx; dole hn2I=4. => tn 


M “0,434 


4 
4,86 


« 


gradz=4i+ 277] ; = 0,825, 


grad =) = +Vl6+18674,86; esa= 


"odatle i a => 34930“ 


To znači: u smjeru, koji zatvara s osi +.X kut a«= 3430", ima funkcija z = y* u točki T,(2y2) 
maksimalnu promjenu, koja iznosi 4,86 pri pomaku za 1 u tom smjeru a. Prema tome kut o 
najvećeg uspona plohe z == y* ustočki T(2, 2) dobijemo iz 


4,86 


ken 4,86 
Odatle 9-1. 78024 


Odredi: 


1. Veličinu i smjer maksimalne primjene funkcije U = Vx2 + y? + 22 u točki T,16, 16, 8). 


' ja so 
[gra U=7i +53 J +3 
2. Koordinate one točke polja, u kojoj je gradijent funkcije .- 
' U = g? + 2? +322 + sry +3 —2y—62 “ jd 
sjednak nuli. g o% 
A (—2,1L1) 


KI Derivaciju funkcije U (x, y. 2) u smjeru gridijenna funkcije V (2, V, 2). U ko- 
jem je slučaju ta derivacija jednaka nuli? E 


/ 


bI 
E U- grad.V . gu 


s = 0, kad je grad U | grad "| 
i grad V | Ž 2 


4. .MNajveći uspori plohe z = in(x? + 4y*) u točki Tu(6, 4). 


[o = 189507) 
5. Kur između gradđijenata furikcija 
x - Ž * 
z = dres zaj u točkama (1, KI ša 4). ; 
[g = 8 
kV 
U = ———"——z u točkama (1, 2. 2) i (> 3,1, 0). 


r+tyi+tz 


[ cosp = — >] 
9 
/ 


. 2. Potencijal 


Sada, kada smo upoznali i shvatili pojam gradijenta, ne će nam biti teško, da 
shvatimo i pojam potencijala. Golema važnost tog pojma vidi se iz toga, što 
je razvoj čitave matematičke analize posljednjeg stoljeća išao u znaku teorije poten- 
cijala, koja je nikla iz konkretnih potreba fizike i mehanike. 

Izvodeći pojam gradijenta rekli smo, da.u nekom području postoji vektorsko 
polje, ako svakoj točki toga područja pripada određen vektor. U slučaju gradijenta 
taj je vektar“bio određen parcijalnim derivacijama po koordinatama zadane ska-" 
larne funkcije Uf x, y, 2), pri čemu su vrijednosti tih parcijalnih derivacija u svakoj 


BI 
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pojedinoj. točki područja određivale komponente vektora grad U u smjeru ko- 
vrdinatnih osi. Sada ćemo definirati u nekom. dijelu, prostora opcenitije vektorsko, 


polje i to tako, da svakoj točki toga dijela prostora dodijelimo vektor 9, kojemu su. 
komponente u smjeru koordinatnih osi 


P(x,y 2), Q(x.y 2) i Rfxyz), 
gdje su P, Q i R funkcije, koje su neprekinute zajedno sa svojim parcijalnim deri- 
vacijama. Uvrstimo li u te tri funkcije koordinate x,, Ja i z, bilo koje točke područja | 
definicije tih funkcija, dobit ćemo tri vrijednosti, koje će dati komponente u smjeru 
osiju X, Y i Z onog vektora, koji pripada dotičnoj točki T, polja, a veo: kako 
znamo, posve je određen s tri svoje komponente. 


Ukratko: svakoj točki T(. x, y, 2) dotičnog područja dodijelili smo Me 


v=P(xy 2) +Q(x92)]) +R(xy, 2)k 


Pretpostavimo sada, da je naše vektorsko polje polje gradijenta 
funkcije U(x, ys 2), LJ. : 


o ŽU : 
v, = P(x, y 2) = 5 p d 
: AU 
oro 
ž JU 
“nj y»z)= Te 


U tom slučaju funkcija U(x, y, 2) zove se potencijalna funkcija ili 


potencijal ili funkcija sila vektorskog polja za Ne m 


Prema tome potencijalom zadanog vektorskog polja zove se ona 
funkcija, čije parcijalne derivacije po x, yiz u svakoj točki polja 
daju komponente u smjeru koordinatnih osi onog vektora, koji pri-. 
pada dotičnoj točki polja. 

Primijetimo, da iz navedenog nikako ne slijedi, da je svako vektorsko polje 
polje gradijenta neke funkcije, t. j. da ima potencijal. Drugim riječima, svaki sustav 
funkcija 


€ P(x,y, 2), Ox, y, 2), R(x, y, 2) 


ne mora Zalska, uvjet, da su te funkcije parcijalne derivacije po x yiz 
jedne te iste funkcije U = U(x, y, ž). 

Primijetimo još, da su pojmovi gradijenta i potencijala u nekom smislu in- 
verzni pojmovi, kao na pr. pojmovi derivacije i primitivne funkcije. Slično tome 
*kako derivaciju dobijemo -derivirajući primitivnu funkciju, a primitivnu funkciju, 
dobijemo integrirajući derivaciju, tako i promjenljiva vektorska veličina grad U 
ima. diferencijalni karakter pa se dobije iz potencijala U(x, y, 2) deriviranjem, 
dok promjenljiva, skalarna veličina — potencijal U(x, y, z) ima prema tome: 
integralni karakter. 
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X 


D 


Nivo-plohe potencijalne funkcije U = U( x) 2) 
' U(x, y, 2) = const 


zovu se ekvipotencijalne plohe, jer se vrijednost potencijala U(x, y, 2) ne 
mijenja za sve točke, koje: leže na jednoj nivo-plohi. 

Navedimo primjer polja vektora, koji ima potencijal. Taj primjer će olakšati 
razumijevanje uvedenih pojmova i pokazati njihovo fizičko značenje. 

Pretpostavimo, da se u ishodištu O koordinatnog sustava nalazi materijalna 
točka mase 2, a u nekoj drugoj točki T(x, y, z) prostora, koja je udaljena za r od 
O materijalna točka mase 1 (sl. 185). Tada nastaje u čitavom prostoru vektorsko 
polje — polje sila privlačenja prema točki 0. 

Po Newtonovu zakonu veličina sila privla- 
čenja između točaka O i T iznosi: 


= (a) 


(uzeto je, da je gravitaciona konstanta f = 1)., 
Izračunajmo komponente sile privlačenja 

F u smjeru koordinatnih osi. : 
Prema slici 185: 


Fo = Bei *cos B 


y 


a kako je prema istoj slici cos B = Ka , Imamo uzevši u obzir (a): 
7 : 


no 
Ne nm 
Na isti način dobijemo: : 
' mx 
mz 
F, mom m 


Polje sila privlačenja glasi dakle' 


= m > m o> mo 
Fo o zi— g, vi>— s zk= 


ba m sa polo TERRE 
daš zi+yj+zk o 
e 


Tvrdimo. da polje sila privlačenja, koje promatramo, potječe od potencijala: 


U(x, y, 2) = 


D 
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U tu svrhu treba dokazati, da je 


*. oz oz 
Računamo: 
AU o (m moo mo 2x ak ze 
Ro Ja rage reno: 


"Na isti način dobijemo: 


AU _——_my_ 
R76 
JU mz 
Iz rosk je 


Dokazali smo, da su parcijalne derivacije po x, y i z funkcije U = x“ jed- 
nake komponentama sila privlačenja u bilo kojoj točki polja sila. : 
Možemo dakle kazati: funkcija U(x,y, z) = 7 je potencijal polja sila privla- 


čenja, što ga stvara u prostoru materijalna točka ni m, ili: polje sila privlačenja 
točke mase m je polje gradijenta funkcije 


4 


M. ie U ČU . AU 
Za deve = Se > ie 1 sake 


Da odredimo ekvipotencijalne plohe polja sila gravitaćije, stavimo 


. m m. 
daka FETETI 
odatle je : ' 
m: : 
2 2 ke 
x*+y+z ci 


a to su koncentrične kugline plohe sa središtem u ishodištu O. ' 
Znamo, da gradijent stoji uvijek okomito na onoj nivo-plohi, koja prolazi 

njegovom početnom točkom. Budući da je polje sila privlačenja točke mase m polje 

gradijenta U, silnice toga polja sila su poluzrake, koje izlaze iz točke O. . 
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iz navedenoga vidimo, da je potencijal funkcija mjesta i to samo funkcija 
mjesta, jer su vrijednosti potencijala posve određene, čim su zadane koordinate 
točke. Stoga razloga zove se sistem sila, koji potječe. od potencijala. konz&rva- 
tivni sistem. sila, jer veličina, smjer i smisao svake sile toga sister, KOJA priz 
pada nekoj Ločki prostora i čije su komponente jednake parcijalnim derivacijama . 
po x, y i z potencijala, ovise jedino o položaju dotične točke, odnosno o njenim 
koordinatama. 


Tako, na pr., polje zemljine teže, koja je rezultanta sile privlačenja i centri+ > 
fugalne sile, čini konzervativni sistem sila, jer potječe od potencijala, koji je jednak 
zbroju potencijala sile privlačenja i centrifugalne sile. (Potanko o tome vidi od 
istog pisca Gravimetrija s osobitim obzirom na Eotvosov variometar, Nakladni 
zavod Hrvatske, Zagreb, 1949). m 

Sve što smo rekli za prostorno vektorsko polje vrijedi i za ravno vektorsko 
polje, ako je ono polje gradijenta, jer se na isti način definiraju potencijal, ekvi- 
potencijalne krivulje i silnice toga polja. Slično se definira i samo ravno vektorsko 
polje i to tako, da se svakoj točki nekog dijela ravnine dodijeljuje vektor, kojemu 
su P(x,y) i Q(x, y) komponente u smjeru koordinatnih osi X i Y. 

U(x, y) je potencijal toga ravnog vektorskog polja, ako je 


BU. u 
PL. Nis 7 dy 
. ako je to ravno vektorsko polje polje gradijenta funkcije U(x, y). 


Bane ravnog polja sila privlačenja: stvorenog u ravnini materijalnom 
točkom mase zm opet je funkcija 


Mjesto mase m materijalne točke može se uzeti kao izvor polja sila električni 
naboj. Svi izvodi ostanu isti, jer su Coulombov zakon, koji određuje silu uzajam- 
nog djelovanja dvaju naboja, i Newtonov zakon gravitacije identični. Tako se 
mogu zorno predočiti ekvipotencijalne krivulje i silnice u poznatom pokusu sa že- 
ljeznom piljevinom. 


O potencijalu vidi još dalje isti S, točka 4. 


3. Vektorski oblik Gaussove formule. Divergencija vektorskog: polja 
Da prikažemo Gaussovu formulu (196a) 


III (e Me +52) dx dy dz = | Juzeo 2)cos a ip Oy, z)cos B+ 


( 


+ R(x, Y, pm dS 


u vektorskom obliku, definirajmo u području volumena V, koje je omeđeno plo- 
bom S, vektorsko polje tako, da svakoj točki T(x, y, z) toga područja dodijelimo 
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vektor », kojemu su komponente u smjeru koordinatnih osi vrijednosti funkcija) 
P, Qi Ru dotičnoj točki T(x, y, 2) područja, t. j. 


par m ne m = 2 
v Q(x; y> 2) v=P(x,y,z)i + Q(xy2)j +R(x,y,2)k 
R(x, y, 2) 


8 
dy 


3 B 
mule, zove Maje vektora v utočki T(x,y, z) polja i označuje. se & 
div o : 


Tada se Sam S +2 2 32? koji se nalazi na lijevoj strani Gaussove for- 


gao = da 2 (202) 
pa lijeva strana Gaussove formule primg oblik: 


IJ 
[[] div o dx dy dz 
ov 


Da prikažemo i desnu stranu Gaussove formule u vektorskom obliku, uve- 


dimo još jedinični vektor 2, vanjske normale na plohu S, koja omeđuje volumen V: 


Ne cos a 
m cos B 
cosy 


Tada predočuje integrand 


Peosa + Q cos B+ ReosY 


# 


desne strane Gaussove formule skalarni produkt vektora u i vektora #ta: 
>> 
Peosa + Qcos B+ Rcosy=vn=v-1I cose = 
5 
== prema slici 186 == v,, gdje je v, kompo- 


> 
nenta vektora v u smjeru i smislu vanjske 
normale na plohu 5. 


Desna strana Gaussove formule prima 
dakle oblik 


ka go sli 


: Time smo dobili Gaussovu formulu u 
SI. 186 — : vektorskom obliku: 


\ 
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METLE | v,dS (203) 
s AK 


Ta formula kazuje: trostruki ili prostorni integral divergencije 


a 
vektora v uzet po zatvorenom volumenu VP jednak je plošnom 
Ka 


integralu normalne komponente vektora v pratgmu tem na plohu 
S, koja taj volumen V omeđuje. : 


Izraz v,, 45 zove se element istjecanja ili fluks vektora v kroz element 45 


plohe S u smjeru vanjske normale, a ll V, dS jest totalni tok ili fluks vek- 


tora v U kroz zatvorenu plohu S i to okomito na tu plohu. 
Da što potpunije shvatimo značenje Gaussove formule, provedimo. hidro- 


dinamičku interpretaciju te formule. U tu svrhu dajmo vektoru pi posebno zna- 


čenje: vektor 7. ) nčka predočuje po veličini i smjeru u svakoj točki T područja volu- 
mena V brzinu strujanja tekućine, koja se nalazi u tom području, a teče prema 
plohi S u smjeru vanjske normale. Time smo definirali vektorsko polje brzina 
strujanja. 

Pretpostavimo li, da je strujanje tekućine stacionarno, -t. j. da ovisi jedino 
o položaju čestice tekućine, a ne ovisi na pr. o vremenu ili temperaturi, i da je 
tekućina nestlačiva, tada izraz v,dS daje množinu tekućine istekle u jednoj 


sekundi kroz element površine dS u smjeru vanjske normale, a [fe. dS — mano- , 


s. 
žinu tekućine, koja je istekla u jednoj sekundi kroz čitavu plohu S u smjeru vanjske 
normale na tu plohu S. Očito je, da strujanje prema unutrašnjosti područja daje 
gornjim izrazima negativni predznak. i 

U toj hidrodinamičkoj interpretaciji Gaussova formula glasi:: divergencija 
vektorskog polja brzina strujanja tekućine protegnuta na područje volumena V, 
koje je omeđeno zatvorenom plohom S, jednaka je množini tekućine, koja istječe 
u jednoj sekundi kroz plohu S u smjeru vanjske normale. 


To znači: divergencija je' mjera izdašnosti izvora, koji se nalaze u području 
volumena V omeđenog zatvorenom plohom S. 


Gaussov stavak: možemo sada formulirati ovako: : / 


Totalni tok (ili istjecanje) ili fluks vektora » u kroz E plotu S u smjeru vanjske nor- 


male jednak je izdašnosti izvora vektorskog polja | vu volumenu V, koji je obu- 
hvaćen tom plohom S. 


Dosada smo govorili o divergenciji kao o mjeri izdašnosti izvora, koji se 
nalaze u području volumena V omeđenog zatvorenom plohom S, t. j. o 


| | | div u dx dy dz = fj v,dS 
V u si 
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Sada treba da shvatimo, što sć razumije pod divergencijom vektora v u točki 


T(x, y, z) područja. Jasno je, da mjera izdašnosti izvora, t. j. vrijednost | | v,dS 


ovisi i o veličini područja, t. j. o njegovom volumenu VP. Pravilna mjera izdašnosti 
bila bi vrijednost tog plošnog integrala: posjene s volumenom V, t. j. relativna 
množina tekućine istekle iz područja u oj sekundi. Ako su izvori raspodjeljeni 
u području volumena V jednoliko, ža jo za svaki element područja volumena 
AV odrediti pripadnu izdašnost. 


Ako volumen V teži nuli tako, da se ploha S, koja ga omeđuje, steže u sve tri 


dimenzije na točku T(x, y, 2) područja, dobijemo vrijednost div v u toj točki T 


područja: 
| [ v,dS 


divu = lim S 
V-—>0 V 


Budući da. je izdašnost izvora,, odnosno množina :stekle tekućine skalar, diver- 
gencija vektora je skalarna veličina, koja može biti u točki T(x, y, z) područja 


pozitivna, negativna ili nula. Pozitivna vrijednost divv znači, da se u dotičnoj 
točki T područja nalazi izvor tekućine, negativna yrijednost kazuje, da je u točki T 


ae 
ponor tekućine, a drv v = .0 znači, da u dotičnoj točki nema ni izvora ni ponora, 
Iz toga slijedi, da ' 
[eee 
s 


daje općenito razliku imnožine tekućine, koja kroz plohu S u područje utječe i 
množine: tekućine, koja kroz to područje istječe. 

Primijetimo još, da smo uzeli hidrodinamičku interpretaciju Gaussove for- 
mule, da na što jednostavniji način rastumačimo smisao Gaussove formule. Jasno je, 
da svi izveđeni odnosi vrijede općenito za bilo koje vektorsko polje. 


Navedimo nekoliko primjera. 


1. Odredi divergenciju vektorskog polja 


> > —_—> _ 
v=xgsi+(Z+y +2)j+(2x—3y—5z— 1 
u točki Ta(2, 3, 4). 
Računamo. prema (202): 


—_8P _aQ_ BR 


divv = 57 + sI + = Ja 
e. =ys , autočki T,: (52),- 3.4=12 
x ox A 
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S=2y ,aučkiT: (2) 2:3 

a LE A i 

Ss» zunčki me (88) < s 
: : : 


(divi = 12+6—5=13 : 


2. Izračunaj div r, gdje je r'radijvektor. 


>>> 


Kako je r=xi+vj+zk 
imamo prema (202): 


dur=1+l+l=3 


Divergencija radijvektora r ista je u svim točkama polja i jednaka 3. 


3. Tijelo rotira oko osi Z protiv kazaljke na satu s konstantnom kutnom brzi» 


nom w. Odredi divergenciju vektora brzine v u točki T (x, U, 2) prostora u zadani 
moment. 


Prema slici 185: 
V =dwo=rsin pw =uVWTrsing = 
= prema (20) = |ox Ti. 
Označivši s wx, Wy i. wz komponente vektora kutne brzine e, dok su 1, yi z kom- 


i > 
ponente radijvektora r, dobijemo prema (27.a): 


is m g 

ra i i k 

V= VXTE= | Wy Wo| = 
x y 4 


- 


= (0yZ— ozy)i + (of — ox2) + (oy —vyg) k 


Prema (202) dobijemo: 


\ 


div v =0 


X > = : > > 
4. Odredi totalni tok T vektofa v=gmi+ylj+zk kroz plohu omeđenu 


s n+yv+z=1c:=0 y=0 i z=0 Rezultat kontroliraj pomoću Gaussove 
formule. 


Zadana ploha predočuje površinu S tijela omeđenog oktantom kugline plohe 
polumjera 1 i koordinatnim ravninama prvog .oktanta. Nariši to! 


Prema (203) i (196) 


T= [1 VndS = [[ Pdydz+Qdxdz + Rdzdy 
. 2 
imamo uzevši u obzir da je u našem slučaju 
P=: Q=yi R=2 
T= [[ ztdydz+ ytdrdz + dzdy . (a) 
. s i 
Kako vidimo, zadatak se svodi na računanje plošnog integrala po zadanoj plohi 
S (vidi 8 11). 
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Označivši s A, B i C točke. u kojim koordinatne osi X_Y i Z probadaju sferu. 
prelazimo na računanje tog plošnog integrala. 


r-|[+1[+1[+1[ 


AOB BOČ 'AOC_ ABC 


[[=e-odz=0cosy=—qn=0 prema (a) 
AOB ; Gi 
[[-a-0dz-0cosa=—n=0 * " prema (a) 
Boc : : 

[[ =(y=0dy =0cos8=—1) =0 prema (a) 
AOC 


If. 


ABC 


Pri računanju tog integrala uzimamo u obzir da normala na izadani oktant 
sfere zalvara s koordinatnim osima kutove, koji su manji od 80%, i da treba proji- 
cirati taj dio sfere 


na ravninu YZ uzevši r=1—y—2? 
na ravninu XZ uzevši P=i—r—»2 


* na ravninu XY uzevši .z_=1—12—y? 
/ i ; 


IJ = ij —gyt—z?) dy dž + (a—a—zardz+ [[a—a"—v)dz dy. 
ABC BOC Aoc AOB_ 


Riješivši te integrale, prelazom na polarne koordinate dobijemo: 


[[-+2+2%=3%7 
3 8 8. #8 
ABC 


pa je 
T=0+0+0+ da- 43 , 


Kontrola po Gaussu: 


T= |[ e.as= [ff dio vaćdv dva 
s v . 


JJI Ce i + E3 dz dy dz = ile +2y +22) dajaijs 
V 


= uz prijelaz na sferne koordinate (119) = 
= JI (o sin 9 cos p + osind sing + ocos 9) o sin 9 dy d0 do = 
v ; 
a / 
2 2 
=2 f do [tsint8 (cos e + sin g) + sin U cos 9]d9 j odo = 
o 0 : o 


2 ara 
= | dg |eosg + sing) (2 = 


A , f 
sin 2 SE = ji 
o o 


3$6 


zZ 

2 ' 
-zi[ (cos + sing) - 4 +2) do = 

e 


2 
112. (i iga 
= zd «(sin p — cos 0) + žI- 
lf/a a a 3 
zala aja) a? 


Izračunaj uz kontrolu totalni tok istog vektora v kroz plohe kocke prikazane 
na slici 174. Rezultat je 3. 


= 


Izračunaj toralnii tok . 

a) vektora v= vi+zj+zk kroz plohu omeđenu s z+tvytz=a; £=0y=0, 
2 =0. 

; [0] 


b) vektora v = uzi +-azj + zyk kroz potpunu plohu valjka st+yt=a; 
%<z<h. Rezultate kontroliraj: pomoću Gaussove formule, 


1 


i : [0] 
€) vektora vanjske normale na plohu 

a2+gy+2=1 

R (42] 


, 


4. Vektorski oblik Stokesove formule. Rotor vektorskog polja. Poten- 
cijalno polje sila. Određivanje potencijala 


Da prikažemo Stokesovu: formulu (194) 


JIE) (BJ vs (212) js 


= P(x, y 2)dx + O(x, 9), z)dy + R(x, y, z)dz 


K 


u vektorskom obliku, definirajmo u onom dijelu prostora, u kojem su određene 
funkcije P, Qi R, vektorsko polje tako, da svakoj točki T(x, y, 2) toga dijela pro- 


stora dodijelimo vektor v, D, kojemu suP,QiR komponente u smjeru koordinatnih 
osi X, ViZ,tj. 


o P(x, 92) 
o. O(% y 2) 
R(x, 9 z) 


Tako .na pr. nekoj točki T,(Xx, y. 21) polja pripada vektor 


pi = Piko ye)i+ O(x, BU 2) i+ R(x, Ye z)jE i t d. 
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Uvedimo još jedan vektor i to vektor pomaka ds, koji ima smjer tangente na 
prostornu krivulju & i kojemu su komponente. dx, dy idz,t. i. 


> [ du oi zr RE e s. 
ds: dy. ds=dxi+dyj+dzk 
dz : ' 


Tada predočuje integrand desne strane Stokesove formule skalarni produkt 


>, > 
“vektora v i ds, pa imamo: 


Pdx +-Qdy + Rdz =odi= vods (0054 = Prema slici 187 = vds, 


gdje je v, tangentna komponenta vektora u, t.j. 
projekcija vektora v u smjer tangente na krivu- 
lju & u nekoj točki T(x, y, z) polja. 

Desna ' strana Stokesove formule : prima 
prema tome oblik: 


$. Pdx + Qdy + Rdz = A o, ds (a) 
Sl. 187 SK : K 


U polju vektora v =P:+Q;+R k definirajmo novo vektorsko polje tako, 


da svakoj točki T( x), Z 2) polja vektora v v dodijelimo još jedan vektor, kojemu su 
komponente u smjeru koordinatnih osi zadane izrazima navedenim u eda 
lijeve strane Stokesove formule. Taj vektor zove se rotor ili curl (kerl), t 


—> 


B => A a š 
vrtlog polja vektora v, i označuje se s rot v. 


IR .2Q — 
rk road (rot v), 
O BELOR 
T01L v Ss DX = v ) 
BQ _2P 
: MLB (rot v), 
: ' (204) 
> (aR 2); (— .) 5 iZ |! > ' 
os=(5 %litlaz a) tla a)" 
Ž : COS & 
Uvedemo li još jedinični vektor normale 1, | cos B na plohu S, koju ome- , 
cos Y 
đuje krivulja &, tada predočuje integrand lijeve strane Stokesove formule skalarni 


\ 


produkt vektora ror # i na: 


sn 


=> > > => "E < 
rotu m =|ratv|-1.cose =(rotv), = duljina normalne _ komponente 


>. > . 
vektora ro: v, t. j. projekcija | rot v» | u smjer normale na plohu S, 
Na taj način prima lijeva strana Stokesove formule vektorski oblik 


[ [ (rot 9),dS (b) 
Za 


Iz (a) i (b) slijedi vektorski oblik Stokesove formule: 


J | fra as Gods (205) 
Kj : Kk 


To znači: plošni integral normalne komponente rotora vektor- 


skog polja v uzet po bilo kojoj plohi S, koju omeđuje Krivulja &, 
jednak je krivuljnom integralu tangentne komponente vektora 
v polja protegnutom na tu zatvorenu krivulju &. 


Uvedemo li opet hidrodinamičku interpretaciju vektorskog polja v, t. j. 
smatramo li to vektorsko polje kao polje brzina stacionarnog strujanja neke ne- 
stlačive tekućine, tada predočuje u (205) krivuljni integral tangentne kompo- 


sb: .. 
nente u, brzinu strujanja v duž zatvorene krivulje &, t. j 


Pas 


K 


cirkulaciju ili kruženje tekućine duž zatvorene krivulje &, ili, kako se 
kaže, jakost vrtloga, a 
Sa . * 
[| (rot v),dS 
S 


daje totalni tok ili fluks rotora brzine strujanja kroz plohu S u smjeru vanjske 
normale na tu plohu.. 


Stokesova formula kazuje sada: | 


Cirkulacija tekućine uzduž prostorne zatvorene krivulje & 
jednaka je toku rotora brzine strujanja kroz bilo koju plohu S, 
koju omeđuje ta krivulja k, i to u smjeru vanjske normale“ na tu 
plohu 5. 


Primijetimo, da je tok rotora v kroz ploha S posve određen zadanom krivu- 


ljom k&, duž koje se računa cirkulacija vektora u v, pa je isti za sve plohe S, koje su 
emeđene tom krivuljom &. 


Kako je ds element luka krivulje &, a v, brzina strujanja tekućine u srnjerw 
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tangente na tu krivulju &,. cirkulacija ili jakost vrtloga f v,ds možemo takoder 


: K 
shvatiti kao množinu tekućine, koja protječe u jednoj sekundi po krivulji &. 

Pod rotorom brzine strujanja tekućine u nekoj točki T(x,y, z) polja 
brzina razumijemo graničnu vrijednost omjera cirkulacije tekućine duž zatvoreme 
krivulje & i površine S plohe, koju ta krivulja omeđuje, kad se krivulja &, a dakle 
i ploha S stežu u obje dimenzije na tu točku T, t. j. u točki T polja 


Pas 


> 
rotv| = im 
| 5—>0 S 
Uzmimo sada specijalni slučaj: pretpostavimo, da nema cirkulacije waduž 
prostorne zatvorene krivulje &, t. i. neka je 


Pod 0 


K ; 
Drugim riječima, pretpostavimo, da je strujanje bezvrtložno. 
Tada prema (205) imamo: 


—_> 


rwv=0 


a to znači; da vrijednost 


(Pax + Qdy + Rds = Pu, 


K B K 


ne ovisi o putu integriranja, već jedino o početnoj i konačnoj točki toga puta, a 
integral duž svake zatvorene krivulje jednak je nuli. 


* Ako je rov = 0, tada su jednake nuli komponente vektora rot pa toj. pre- 
ma (204) 
8R_8Q_, , aP_8R_, ,. 0%_aP_ 
ranja m dy i 
a to su poznati nam uvjeti integrabilnosti (149) za linearni diferencijalni izraz 
Pdx 4+ Qdy + Rdz. Taj izraz predočuje dakle ; . slučaju bezvstložnog strujanja 
iotalni diferencijal neke funkcije U(x,y, 2), t 


u 


Ps + Qdy + Rde = dU — Der E O+ E \ 
a odatle je 
U > dU AU 
sE rd 2-5 D KESE 
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Kako znamo, P, Qi R su konipodćate Bežiać strujanja 0 * S a a ka 


komponente vektora grad U. 


Prema tome; : 


ako je strujanje bezvrtiožno, t. j. ako je o, ds = 0, tada je polje brzina stru- 
K 


janja v. u. polje gradijenta U(x,y, z), tj. = = grad U, pi U(x,y, z) je dakle 
potencijal brzine strujanja, pa je 


*y£ prejej 
U(x,y, 2) = IEC + Ody + Rdz = | v,ds 
Ko Yas Zs > X0, 90, Za 


gdje je v = prad U 
Možemo općenito kazati: svako bezvrtložno polje je potencijalno. 
polje, t.j. polje gradijenta, i obratno: potencijalno polje nema vrtloga. 


Vektorsko polje v =građ U, kag i svako, konzervativno polje, zove se i 
lamelarno, jer ga eKvipotencijalne plohe rastavljaju u slojeve poput lamela 
(pločica). : ' 


—> > > > S 
Prostorno polje vektora v =Pr+Qj + Rk interpretirali smo kao polje 
brzina strujanja neke nestlačive tekućine. Promotrimo još mehaničku interpre- 
taciju Stokesove . formule. U tu svrhu pretpostavimo, da je definirano vektorsko 


—> -+ i 
polje v polje sila F, t. j. svakoj točki onog dijela prostora, u kojem su definirane 


neprekinute funkcije P, Q i R, dodijeljena je sila F', kojoj su komponente 


P(x,y, 2) 
F4lQ(x9, 2) 
Rfx, y 2) 


Uvedemo li opet vektor pomaka ili pura po zatvorenoj prostornoj krivulji & 


dx 
ds | db 
dz 


tada je 


a 


.Pde + Qdy + Rdz = Fds = Fdscos = 


= prema slici 187 = F, + ds = radnja sile F ona putu ds = ZA, pa je 


A - ge, ds —- radnja; koju vrši materijalna točka pri gibaniu u polju sila F 


oK 
duž zatvorene krivulje #. 
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Stokesova formula, koja sada prema (205) prima oblik: 


A= fra + o0+na-g36-6 Bi ds — - [few ds 


kazuje: _ (208a) 
Radnja sile. F izvršena od materijalne točke pri gibanju duž zatvorene kri- | 


vulje & jednaka je toku rotora sile F kroz plohu S, koju omeđuje ta. krivulja &, i to« 
u smjeru vanjske normale na tu plohu S. 


Ako je PE ds=0, tada je i raF = O, pa je polje sila F potencijalno, odnosno« 


F = grad U, a u tom slučaju radnja zavisi.samo od početne i konačne točke puta,. 
a ne zavisi od oblika staze, dok je radnja duž svake zatvorene krivulje u takvom 
polju sila jednaka nuli. 

Prema: tome radnja, što je vrši snateriktina točka u potencijalnom. polju“, pri 
gibanju duž bilo koje krivulje od točke C do točke D, jednaka je b 


Cc 


To znači: 

U potencijalnom polju mehanički rad jednak je razlici potencijala u konačnoj; 
i početnoj točki puta, ili: u potencijalnom polju rad se vrši na račun gubitka poten- 
cijala. : 


Ako je polje sila potencijalno, t. j. ako je rat F = 0, tada su jednake nuli £ 


komponente vektora roz F, pa je prema (204) 


oR 00 
čy dz 

IP oR 

rd ob 0 (a) 
0Q_ AP __ 

dx oy 


a to je prema (149) nužni i dovoljni uvjet da je Pdx + Qdy LK Rdz totalni diferen- 
cijal neke ik U(x, y) 2), t. i. 
dU = Pdx + Qdy + Rdz (b) 


U tom je slučaju 


U(x»z) = [ Pdx + Qdy + Rdz (c) 
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potencijal polja sile F, kojoj su komponente u Svanoj točki 7(x,-y, 2) polja 
P(x,y, 2), O(x 9 2) i R(x, 9 z). 
Iz toga slijedi: 


Polje sile F potječe 'od potencijala, t.j. od funkcije sila U(x, y, z), ako kom- 
ponente sile F zadovoljavaju jednadžbe (a), a potencijal U dobijemo prema (c), 
1. j. integrirajući jednadžbu (b): 

dU = Pdx + Qdy + Raz. 


Gore navedeno ilustrirajmo već prije navedenim primjerom o Newtonovom 
polju gravitacije (vidi str. 389 1 sl. 185). 
Govoreći a potencijalu polja sile F, kojom masa m privlači masu | u uda- 


2 
ljenosti r, izveli smo za komponente sile _F izraze: 


= P(x,y, z) 
F,=— 2 = 0(% 9, 2) NEO 
mz 
F,= maza R(x, 9 2) 


pa smo pokazali, da polje sila potječe od potencijala 


U(x,y, 2) =" 


r 
2 
r= ) puk doe? 


Izvedimo sada taj izraz za potencijal Newtonova polja gravitacije. 


gdje je 


Najprije moremo pokazati. da komponente sile privlačenja F zadovoljavaju 
jednadžbe (a), t. j. da je polje sila potencijalno. 


Računajmo prema (a) i (d): 


dF, AF, _ E 3mz od» 3my : or 3Hmz 3Hmy oz 


Oy oz r 


Na isti način dobijemo: 


EE [se hd pa Ea. 
0z dx dx dy 2 
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Newtonovo polje gravitacije potječe dakle od potencijala U( PARA 2). Da ga 
odredimo, uvrstimo (d) u (b): 


dU = —5 (xdx + ydy + zdz) 


Diferenciramo li : ž 
r=xna+y+z, 


sobijemo: , 

2r dr = 2xdx + 2ydy + 22d2 /:2 

rdr = xdx + ydy + 2dz 
pa imamo 

dU =—2.rdr= — Zod 

Odatle: 
/ m 
U = — [Ba+c 
pa je 
Uz E 
sira: 


Navedimo još jedan primjer za određivanje potencijala zadanog polja sila. ' 


Pretpostavimo, da je žadano polje elastične sile F, toj. svakoj točki prostora 


dodjeljena je sila F, koja je razmjerna udaljenosti te točke od ishodišta O koordi- 
TE sustava (potanko o Soni sili već smo govorili u dijelu II. i asd 
&.10,3.d) 1.). 


Prema tome, bilo:kojoj točki Tfx, y, z) prostora pripada elastična sila 
> > 
=—ecr 
gdje je.c faktor razmjernosti, a r udaljenost te točke T' od ishodišta O (vidi sl. 185). 
—+ . & 
Komponente sile F u smjeru koordinatnih osi bit će: 


F,=—cx; F=—co i F,=—ce, 


gdje su x, y i z koordinate točke T, pa polje elastične sile glasi: 
Fo —e(zi ty + zk) 
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Pokažimo najprije, da je zadano polje sila potencijalno, t. j. da komponente 


sile F zadovoljavaju jednadžbe (a), pri čemu uzmimo u obzir, da je u našem slu- 
čaju P=F, Q=F,iR=rF, : ' 


» 


Dobijemo: 
AF, AF, . 
28, 
oz 0x 
ŽE, 
0x Oy 


Sada prema (c) računajmo potencijal U(x, y, z) zadanog polja sila: 


U = | (—cxdx—cydy—czde) +C=—e [ads +ydy + zdz +C' 


Kako je ! 
do=d(x +y +2) =2xdx + 2ydy + 22 dz 
odnosno 
xdx tyđdy +zdz = Kr. 
dobijemo 
Kej i: cr? 
U=—5[a+c-—7 +cC 


To je potencijal zadanog polja elastične sile. ' 


Znamo, da se Stokesova formula pretvara u Greenovu, ako uzmemo, da je 
ploha S i krivulja & ravna i da obje leže u ravnini XY, t. j. ako je z = 0. Stoga 
“ Greenova formula u vektorskom. obliku glasi slično Stokesovoj: h 


[| rot v + do =P94 
g K 


gdje je rov = E i— i rotor ravnog polja vektora ve P(x v) 1+ O(x, yi 


Sve što smo rekli o Stokesovoj formuli vrijedi i za Greenovu, jer su ove formule 
analogne. ' 


Na kraju navedimo primjere. 
—_> 
1. Odredi ror v u točki T4(2, 3, 4) vektorskog polja 


—> > > —_ 
v=xzi+QA Hy? +2) +(2x—3y— 53 — DR 
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+ 


Račusamo prema (204) z 


B—a-— _2xa i (si) usiobidća 

koi Bonaca 

RB—S-2—a D (82-72 m aa 2—?- =? 
rav=—Ni+4j—4e 


2. Odredi cirkulaciju C vektora 
=—qyi i+ gj IE c k, 

gdje je c konstanta, uzduž kružnica: 
aa +y=1z=090; 

b)a—2)?*+y=1; z=0. 
Prema (205) i (194a) ' 
c=f nds= 0) Pdx+Qdy+Rdz 
K 


imamo uzevši u obzir, da je u našem slučaju P= -—y, R=xiR=e: 


; id 
a) € = 0) —ydzx +zdy +cdz = (uz prijelaz na parametarsku jednadžbu 
+K - ' 

kružnice i dz = 0) = 


2 
= | (sinte + cost) dt = 2a 
9 


b) Na isti način dobijemo: 
E 2a 
c= J (sint + cosžt + 2 cos t) dt = 


=/|t+2 ae] 2a 


-] (1+2cost) dt 
9 % 


Kontrola obaju rezultata pomoću Stokesove:formule: 


c=([[a+nazdy-25=-2ax 


3. Izračunaj radnju sile F = r uzduž odreska cilindričke spirale = =acos t 
gd e ća kostće : 


Prema (205a) radnja sile F uzduž krivulje k glasi: 


A-DPdz+Qdy+Rdz- Fds 
+K +Ko 
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Kako je u :mišem slučsju sila F=r=zi 3+ vj+=k, komponente te sile jesu 
P=z, Q=y i R=z 
ta) 


ea imamo: 
a =Prdr +ydy + zdz 
+ K ' bi 
Iz jednadžbe spirale 
zx =acost dx. = —asint dt . 
u =asint slijedi dy =acostdt 
z=<et dz =cdt 
'Uvrštenje u (a) daje: 
2n 
Aš [-aetcost smt + ažsintcost + c2t)dt = 
o 
2m 2n 
t2 
= 2ažcež 


= | ra -e 4 
2 . 
4. Dokaži da je polje sila 
F=uwuz(Q2z+y + Di+ xz(r + 2y +2)i+xyuiz +yfk2)k 
potencijalno i odredi potencijal tog polja. 
Budući da je potencijalno polje sila bezvrtložno, izračunajmo rot F prema (204). 
:Dobijemo j : 
rot F =0 
Polje sile F potječe dakle od potencijala U (x, y, 2). Odredimo ga prema (150): 


 u=|pPdaz+Qdy+Rdz= 
: oK) ; 
= l2ryz+yz2+y2)dr +| (Kit Z + 2KaZ + rozi) dy + 
km Va 
z 


+ |iašaso + Zov + Zoo dz=rzyzak+y+z2)+c 


Z 


LI . 
pa je F = grad U 
$. Izračunaj pomoću Stokesove formule (205) cirkulaciju C =Gvds vektora 
K 
v=—3yi+3Trj +k uzduž kružnice k=s+y=12=2 


[6 7] 


6. Izračunaj radnju sile F=uwzi+ zzi+ zyuk na putu od Ti:(1, 1, 2) do 
T» (3, 5, 0). : 
i š [—2] 


z pa > -_ > 
7. Dokaži da je polje sila F = (er Cosy +vyuz)i+t(rz—ezsiny j+tayu+tz2)k 


Puiencijelno i odredi potencijal tog 
[U=erosu+zvuz+ 2 +c] 


5. Operatori V-nabla i A-delta i njihova primjena u vektorskim 


računima 


“ Znamo, da gradijent skalarne funkcije U (x, y, z) glasi 


0U> AU>  2u— 
seo nobići dn 
grad = ragbi 1+ e k 


X 


Taj izraz možemo formalno napisati i ovako: 
(d+, 3>,. > 
gradu =(fi+fj+gk)u (a) 


Izraz u zagradama označio je Hamilton simbolom V, koji je dobio naziv 
nabla prema jednom feničkom muzičkom instrumentu na žice: 


(206) . 


Kako je taj izraz posve sličan ire, kojim se prikazuju vektori, možemo 
. : : o fo) d i d 
V smatrati kao neki formalni »vektor«, kojemu su »komponente« 5. Tada 32 
Taj »vektor« nema naravno nikakvog fizičkog značenja, a služi za pojednostavljenje 
i ubrzanje vektorskih operacija. On je dakle operator i to diferencijalni opera- 
tor, jer traži diferenciranje izraza, koji iza njega slijedi. 


Izraz za vektor grad U možemo formalno smatrati kao djelovanje operatora: 
V na skalarnu funkciju U: : 


O >> =>. 05 2U>  0U> se 
vu = (ae gi+gk)u aa! + E = grad U 
VU = grad U (207) 


t. j. nabla skalar daje gradijent tog skalara. 


V skalar = grad skalara (207aJ 


grad U znači dakle isto što i VU! 


Pamtimo 


Kako je V diferencijalni operator, možemo, znajući pravila đeriviranja, Iako 
napisati formule za operacije s operatorom V(U i V su skalarne funkcije od x, 
viz): 
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aid (U + V) =v(U+V) = VU + VV — građ U + grad V 

grad (U -V) =V(U *V) = UVV + VYU = U grad V + V grad U 
grad (kU) = VRU = KVU = k grad U, gdje je k konstanta | 

grad f(U) = VJ(U) =>f'(U) VU = f'(U) grad U 


(2087 


Izvedimo, na primjer, drugu i četvrtu tormulu sustava (208): 


B(UV) > (UV) — A(UV)? _ 


grad (UV) = V(UV) = e 1+ y i+ So 
av oU—> OV > aV > 
-UE+V Ri +VEI+V5 oi+ud oka vše i 


dV> dv>, 2V> 2U-+ 2U> 'VU> 
u (5 i+5 ++ v( rai) 


= Ugrad V + V grad U = UVV + Vvu 


= uzevši u otzir, da je U = U(x,y, 2), prema (88) imamo = 
_df 2U> df _ 2U>, df BU 
dO dx "40 dy! "doz 


_ df (27 2.U—> ni); S 
LS kani tas? “grad U = (U): +vU 


Izvedi na isti način ostale dvije formule sustava (208)! 
Navedimo primjer za primjenu posljednje formule sustava (208): 


Za apsolutnu vrijednost radijvektora 


> > —> —> 


re|lr|=|xi+yj+zkie Very kat (a) 
: i 1 : l 
odredi grad rai grad r? i grad za“ 


Najprije odredimo 
PRA E KA E ra LE SELE Liri 

gra r=vr=kay 29" F3s r= — 
žx ri 2% ja 22 ž 


2/eHy+z Piveisais sa Mirrrrr 


l 


—> > > > 
ad EAraTR. Ag areas , 
prema(a) = nai rate = = Ta . b) 


Ž g 
Saua računumou; : 


pEaLA pi re gt La jj Pa fa 
"7 Vr= prema (b) == TS ma [6] 
gr > > 


1“ —> 
Al) ša 2113 pm 
1 dr n "o. rž 


izročunaj : 
a) grad (k Vr ), gdje je k konstanta 


: 4 [5 
2Vr 


b) Gradijeni skalarnog produkta konstantnog vektora = =ci pare cy j +e k i 


>> 


radijvektora 7, tj. grad (c ») 


te] 
Pomoću operatora W možemo izraziti i divergenciju vektorskog polja 
> > > sa > 
v=P(r,y2)i+e0(1y2)1 + Riz,y,2)k. Imali smo * 
o (10) 
đ = do 
iv v = 2400 dy use = s 


Taj izraz možemo formalno napisati i ovako 


Ip I 
dvo=3P+5 Ž0+2 


pa ga smatrati kao zbroj istoimenih komponenata »vektora« VW (Žž A Ea 2) i 
vektora »/P, Q i Rj, a kako je taj zbroj skalarni produkt dvaju vektora, imamo 
divu = Vo (209) 


Skalarni produkt operatora nabla i vektora daje divergenciju 


toga vektora. 
V vektor = div vektora . (209%, 


Pamtimo: 
1j. nabla vektor daje divergenciju tog vektora: 


> —_> 
V 2 znači dakle isto što i div m! 
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Prema tome, primijenjujući operator V skalarno na vektore, đobijemo diver- 
genciju, t. j. skalar, pa možemo kazati, da vektorskom polju odgovara skalarno 
polje divergencije. 


Budući da je V diferencijalni operator, imamo: 


dv(kv)= V (ko) =kVov=kdivo, 
gdje je k skalarna konstanta. 


V(v+1t) = Vv+Vi= divv + divt 
i : (210 
div (Uv) = V(U +0) = UVv +VvVU = Udivo + bgrad U 
U formulama (210) v= vi+ovj+ovk i r= ++ 1ksu dva vek- 
torska polja, pa su v,, v, i v, funkcije od €; Y i z, isto vrijedi i za t,, t, i t, dok 
je U (zr, y, 2) skalarno polje. ' 


Izvedimo treću formulu sustava (210), uzevši u obzir da div (U v) možemo 


smatrati kao skalarni produkt W i U v: 


HA(Uv,) o(Uv,) H(Uv,) _ 
E e 


V(Uv) = 


ov oU JV AU ov U 
= U— nod 2 5 I = 
Je U Te PVE 
ma 2) ( AU Xu %) u 
- u( ore la “tao 


= druga zagrada predočuje skalarni produkt o i grad U = 


= Udivv + vgrad U = UVo + VV. 


Izvedi na isti način prve dvije formule sustava (210). 


Navedimo dva primjera za primjenu treće formule sustava (210). 


> 


> > 
ža pa no en 
Za radijvektor r(x,y, 2), odnosno _ ty = oi izračunajmo : 


\ ua —_- r i> € 
a) divTa =Vn=V= = v(- r ) — prema (210) = 
\ —f 
E t ske r 3 r 3 12 2 
m VERE PNE a 3+ (-S ee“ 
. > a i 
jet ie (vidi str. 395) Vr=dovr=3 (€ 


. 4ll 


re 
m | r 
a prema £) Ma 
1 > il>y. X 
b) det = v (2:1) = v =" = prema (210) = 
1 > >_1 1 > 3>> 
m = —;Vr+rVo= prem()i(d)=73—rzr= 


€) div (7) = V (r57) = prema (210) = r2'div r + r grad 1" = prema (e) i (208 = 
=31+r-3r' grad r= prema 0) 5847-91. -am4 an | r el 


=3n+38r.n=6r 


L=v [4 3) = prema (210) = 


- 3 - 
za VrtrVvoa o +(-)vr- 
3_3 (>> 3_3 [7— _3_3 pa 
kura Č4OD kar jk 8 rs ar skr ie 


Primijetimo da se vektorsko polje w zove solenoidalno, tj. cijevno, ako 
je div pi =0u svim točkama potuiuh kojem je to polje v » zadano. 
r 
Zađano je vektorsko polje v = Ti solenoidalno, jer _ je div o =0itou čita- 


vom prostoru osim ishodišta 0. Točka. 0 je jedini izvor. Da odredimo njegovu izda- 
šnost, zaokružimo' točku 0 kuglinom plohom S polumjera e po volji. Budući da je 


u svim točkama te sfere v = o za totalni:tok T kroz sferu S dobijemo prema (203) 


T= [2] d e 1 = 1 tj = 
dS = —dSs — .S — .4 o 4 
U na Ur o? e x ui 


Izračunaj ud 


8) div -5. 
hi 
1 


b) div [J (cl, gdje je e konstantan vektor. 
.. Fin /-- 
teni 


o) div iftrii odredi, u kojem je slučaju divergencija jednaka nuli. 
C 
[sto+rraso=-=|] 
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Prije smo pokazali (vidi str. 395), da je divergencija radijvektora r konstan- 

tna i jednaka 3: 
dvr= Vr=3 (210a, 
Eremainime sada posebno divergenciju produkta konstantnog vektora 


€= Oi ey . +e k i skalarne funkcije U (x, U, z), tj. 


div (e U) = W (cU) 


Kako je 
CU = (Qi+oj+tabU=eUi+oUj+cUk. 
dobijemo : ; 
dene ven=I Ze jea Erze sm betwela 
E dy fež4 : 
= A(c. U) še d(e U) + 3B (c: U) = 
oz oy ' oz ' 
= uzevši u obzir, da su c,, €, i 6, konstante = 
QU AU gu 
= p: +te—= 
“gr Oy, 7 02 


= skalarni produkt konstantnog vektora ci grad U =cgred U = ce VU. 


div (cU) = V (cU) = cgrad U = e U (210b) 


Iz te formule slijedi prvo važno pravilo za formalnu primjenu operatora W: 

Ako se traži divergencija, odnosno W produkta kon- 
.sStantnog vektora i skalarne funkcije, može se kon- 
stantni faktor iznijeti pred operator, pa operator dje- 
luje samo na skalarnu funkciju i daje gradijent te 


funkcije. R 
Pomoću tog pravila možemo sada na vrlo jednostavan način izvesti treću 


formulu sustava (210). 
Tražimo, dakle, izraz za 


div (Uv) = VW (Uv) 
Pišemo formalno 

V (Uv) = V (Uv) + W (Uv) = 
smatramo li, da su podvučeni faktori konstante i to da je » M konstantni vektor, 


a U skalarna konstanta, tada rene (&HEX: i prvoj formuli sustava (210), 
dobijemo: 


_ IVU +U VI = Dgrad U + U div s 


Konačno i rot v možemo izraziti pomoću nable. 


> X —> 
Tvrdimo, da je ror v vektorski produkt »vektora« V i vektora #, t. j. da je 
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rv=VxTo. 
U tu svrhu napišimo prema (27a) V x v u obliku determinante pa je razvijme 
po elementima prvoga retka umetnuvši na prazna mjesta »komponenata« šet 
x 


s i a »vektora« W_pripadne komponente P, Q i R vektora o. 


Dobijemo: 
ras 
' i 
=? A D o 
RANE dx dy Oz | m 
|P o RI: 
(211) 
_>(čR_00\_— aa z(e2 s) _ 
"(5 22) ls dz) t lax a5) 7 
_—>(OR 0Q (ZZ 2) re 5.) 
siki zas) **lox oy 
a to je prema (204) izraz za rot u. 
Dakle: 
tv=Vxv (2113) 


Vektorski produkt operatora nabla i vektora daje rotor toga 
vektora. : 


Pamtimo: 


V x vektor = roz vektora (2116) 


V xu je dakle isto što i rot v!/ ' i 
Na isti način dobijemo: 
rot(kv)e V X(kv)=k(V Xv)=krotv (211c) 
gdje je k skalarna konstanta. Izvedi to! 
Izvedimo izraz za rotor produkta vektora 


v=P(x,y)2)i + Q(xy 21/1) + R(x y 2)k 


U(x, y, 2). 


'i skalara 
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Računamo prema (211) uzevši u obzir, da ulogu vw igra sada Uv: 


ra(Ue) = Vx(Uv) = dx 8 8 |= 


O — 252) IO) (ovo _ E E: 


== sada po pravilu produkta računamo pojedine parcijalne dedačija = 


XR, RŽU_ 20 
rio RS VE -2)- 
BR, AP VU 
Bi io + R5 mrak) + 


- Praj na (2-2)7)+ 


+ [iga—tZ0jr (Zaoa (oi) 


U prvim vitičastim zagradama nalazi se prema (209) Tot o A u drugim je 


prema (199) i (27) vektorski produkt vektora grad U i pd 
Imamo: dakle: 


rot (Uo) = VX (Ua) = Urotv + grad U x o ' 

ili (212) 
rot (UV) = U rotv — v x građ U 

ili u drugom obliku 


: - > > > 
V x (Uv) = U(V x v) —vx VU (2124). 
Postupajući na isti način, dobijemo izraz za rotor zbroja dvaju vektora: 

: > +. > > 

ra(v+t) =vrotv +rott ' 
ili (213) 
Vx(v+tj=Vxv+Vxt 
* Izvedi to! : 
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Izračunajmo još rot r, t.j. rotor polja PAK r=xi+yj+sk 


m mai 
rot r aa V X r = | : Č = 
rave | dx > dz (7 
ox yo 20] 
_>(02_ 0y Oz 2 Ho —5) 
i(5 dz) pa dz Nia dx Ay 


: Svaka parcijalha derivacija jednaka je nuli, jer su x, y i z nezavisne promjen- 
* ljive. : 
Prema tome je 


—_ 


rotr.= 0 : (213a) 
Rotor radijvektora jednak je nuli, t. j. polje radijvektora je bezvrtložno. 
\ > > 
Jaje ana izraz za rotor produkta konstantnog vektora c = ec, i+ 


+ e, #6; k i skalarne funkcije U (T, U, 2), 1). za 7 


rot (cU) = VX (cU) = 


ode) 
dd a. | 
o or Oy az (7 


GU cU cU 
7 [262 _ u h3 gi B(c,U) lea [2 


oy oz oz or 
— . = uzevši u obzir, da su c,, €, » c, konstante = 
AU AU \- AU BU \> QU dU \- 
|< Og €; Jr (e, Kr -e22li+[e 82. 22)7- 
= ŽeXvUu= ze grad U 
2 i ij & 
jer. —cX*XgradU=—| 6 cc, €, 
JU au au 
dx By dz 
daje. gore dobiveni izraz. Da se u to uvjeriš, razvij tu determinantu! 
Imamo dakle d 
rot (cU) = M X (CU) = —cX VU = —eXgrađU (2139) 
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Ta formula daje drugo važno pravilo za formalnu primjenu operatora U: 


Ako se traži rotor, odnosno V x prođukta konstant- 
nog vektora i skalarne funkcije, može se konstantni 
vektor iznijeti pred operator, pa operator V djeluje 
samo na skalarnu funkciju i.daje gradijent te! funkcije, 
ali u dobivenom izrazu treba promijeniti predznak, jer 
znamo, da za vektorski produkt ne vrijedi zakon komu- 
tacije. 


_ 


Sada miotemi vrlo jednostavno izvesti formulu (212) napisavši formalno 
Tot (Uv) u obliku: : a a. ' 
rot (Uv) = V X (Uv) = V X (Us) +V X (Us) = 
smatramo li, da su podvučeni faktori konstante i to, da je U skalarna 


konstanta, a v konstantni vektor, tada prema (211c) i (213b) dobijemo = 


—U(VXv)—9X VU =Urotv—v X grad U (212) 
Primjeri. 
r sli 1. > 4 
1. rot 2: E V x = = deda = Totr —r X grad Sa 
= prema (213a) i (d) na str. 410 = 0 +, ika a6 x") = 
jer je vektorski kvadrat jednak nuli prema o 


2. rot[f(r1) sje V x Ti (7) "= prema 9 =f(1) rot = r PX grad io) = 


= prema (2134) i (208) = 0— 3 X Ha Vre—rXxXf 0r- 
S koso 


T.,a vektorski kvadrat jednak nuli. 
r X 


jet je prema (b) Vr = 


3. rot [cf] = VX [c$ (09) = prema (2136) =—c X Vf(r) = prema (208) — 
-—eXxfoVr= 


— prema (b)=—eXf (1) tae BEL) X o) 
; r T 


Naš je zadatak da izračunamo nekoliko kompliciranih vektorskih izraza i to 
VOo)VexXYi VX X, 


ali prije moramo kazati nekoliko riječi o derivaciji vektorske funk- 
cije ili, kraće, vektora 


27 B. Apsen: Repetitorij više maiematike — Dio III. : 417 


vevwv(zyz2)itv,(emzlj + v.(zu.z)k. 


u nekom zadanom smjeru s (a, 8B, y), kojemu odgovara ort 
so=icosa+jcosB+kcosy dak 
i to u nekoj točki A (x, y. 2) tog vektorskog polja v (g, 9, z). 


U smjeru s uzmimo točku B udaljenu od točke A za Asi neka točki A 
odgovara s jrdnosi radijvektora v (a), a točki B — vrijednost v (ru), pa 
derivaciju funkcije v u smjeru 5. definiramo slično kao za skalarnu funkciju: 


pi 
> 


ov . v (7) —v (ra) 
2 = lim se 
ds As->0 As 


Kako su radijvektori funkcije od x, y, z, prema (87) dobijemo: 


du _ dvd , dvi dy , 9, dz 


ds Oz ds. Oy ds dz ds 
Znamo, da je prema slici 181 i (197) 


ge RE cos fi od : Cos) 
ds qs ho! ds i 
pa konačno imamo: 
dvo ,.dv dv do 
=== + cosB o cosy - 213 
0s dx ed dy P oz 4 (sisal 


Kako su cos a, cos B i cos y komponerite ošta' Sa u kojem: smo smjeru deri. 


virali vektorsku funkciju v, tu usmjerenu gerivsciju vektora ": pišemo u obliku: 


e = do : (213c) 
Pu 
ili prema (198): 
rane oma 
s pra $(Vov= 
= (s Wodi+(s Volj+ (GV odk= (210) 


= (S grad v,) i4+ (s, grad vy) pje (i grad v,) k 


dok usmjerenu derivaciju skalarne funkcije 4 == U (x, y, 2) računamo prema 


11982): : 
Qu že VW U. se gradu. 
ČSo le ' 
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“Primjer 


Ta dvo derivaciju u = uzi si zzj + zuk u čdječu pi = i 43 i+ E u točki 
Ti 1 s 


ra . > 1 => > > 
Kako je so = ji G+j+k) 


V vx = grad (uz) = zj EA 
V vy = grad (a2) = zi bd zik 
V.vz = grad (xy) = u + aj 


prema (213) Bobljema: u točki T (T, V, 2): 


Pm 
ds 7 o 


+1(+1+b (irski +(G+j+ba+zhk= 


Vo %-gli6+1+b zi +vbli + 


1 - - > 
"po Re PER k) 


autočki T: (1,11: . ze bd 


izračunaj derivaciju radijvektora 7 u smjeru s la, BY. 
[so] 
: Primjere za- Suaijerene derivacije vektorskih i skalarnih funkcija vidi dalje na 
strani 424. . ' 


Navedimo još formule za derivacije po parametru t vektorskog i skalarnog pro: 
dukta vektorskih funkcija s 


Go-avi+d,o+aoi 
PioO=b.Oi+b,OI+b, (OK 


BD >> = + - 2 i 
eda : (2130) 
4 a6 rajna) (z13ey“ 
ia i b au derivacije tih vektora po t) 
Izračunaj za vektore 
do-sti+ati+ek 


i bo=—i—aj+yk 


derivacije vektorskog i skalarnog produkta prema gore navedenim formulama. Re- 
zuitate kontroliraj : tako, da izračunavši vektorski, odnosno, skalarni produkt vektora 


deriviraj dobivene izraze po t. X 
Sada prelazimo .na računanje gore navedenih vektorskih izraza. 
1. Traži se izraz za gradijent skalarnog produkta dviju vektorskih funk- 
cija, odnosno vektorskih polja: 


> š -> Bai - > 
v=v(nyzi+e,(zudi+virnyuzk 


_- > + + 
t=t(0y2)i+t(my92)itt(212)k 
tj. za Č : : 
.grad(vt)= V(vt 
Mogli bismo taj problem riješiti tako, da najprije izračunamo skalarni . 
produkt » i t pa zatim. gradijent tog produkta. Taj način je vrlo kompliciran, 


pa ćemo mnogo jednostavnije doći do traženog rezultata formalnom primje- 
nom trostrukog vektorskog produkta; Prema (32) 
i > 

: PK Xdjetačjesteh) 
možemo pisati: 


x(V X9)= Veo)—toV) 


odatle : Na? 
Vop=ox(VXD+te6VW (s) 
Analogno x ' 
| IX (VXo)= Vito—vit V) 
odatle 


Vćs=:x(VXv+ov6V) (b) 
. Sada prikažimo Vo t) formalno u obliku 
Vei=veš+vog 
tj. smatramo, da su v i ni konstantni vektori, pa u taj izraz uvrstimo (a) i (b), 


uzevši u obzir, da je W (0 t) = VW (t v). 
Dobijemo: 


VOĐD=9X( VXD+ 10 V)+IX (VX +2 V) 


ili 
gradi) = Vee)=vXrott+tXrtv+(oVt+(E Vo 


Pokažimo, što znače posljednja dva člana 'izvedene formule: 


ovi =e[4 v) Teoma 


> 


[ u zagradama je skalarni produkt orta v =icosa + jcos A +kcosy i 


operatora W = Li+ niti aj 


Co] 3 d\- 
= ovjesa g DENA I +e 3) i= 


a: > e 


dt dt dt oi 
=v cog a ge + cos B o + cos y $) = prema (213c) sa 
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Prema tome. ' 
GVNR-oži : (213d) 


9v, 


Simbolički izraz (v 'Y ) ps predočuje dakle produkt apsolutne vrijednosti 


a 
vektora v i derivacije vektora t u smjeru vektora v. Na isti način imamo 


- 


ive 


u dt, 


Sada i formulu (198a) za usmjerenu derivačiju skalarne funkcije U s A 2) 
možemo napisati u obliku 


U — 
KLE = s, grad U = (5. 0) u 


Os, 


pa je 


GV)U=s( sW)U=s dU = s (5, grad U) = sgrad U 


(gi OS, 
ili : * (213d)“ 
s V)U=s vu 
Naša formula glasi konačno: | 
nA prama. 
= o X(VXH +1 X (VX o)+(oV)i+E Vo - (213e) 
= vXratt+iXrtv+e a +1— dv 
dV, dt 


2. Izveaimo sada divergenciju vektorskog produkta dvaju vektora, tj. 
dv(vX)=V(eoxt 
Izračunavši prema (27a) vektor, koji predočuje vektorski produkt vektora 


viti uzevši u obzir, da je divergencija, vektora skalarni produkt operatora . 
V i tog vektora, “dobijemo Prema, (211): 


dvoX)=Vex9= 


fo) le) 
= Žet—ni)+ Ž tot—ot) + Šo —v,t) e 
dt, BV, _ o, By 0v, 
dr. ez * o "or gd 
ot : ov At ov 
+ SK. + t LE 2. _ x 
oy "Qu. By “By * 
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dt, S 8% _ Bt. hE dvy 
(Oz 0z * Az 


_». [Bt Bt 8, da) (2 _ dt, %) 
-» [2 +e, [2 raži vraga ka 


dv, 2) 2 = [de ča) 
ske [&: "Selo s ge lje au 


a 


Prva tri člana predočuju skalarni produkt vektora v irott,a druga tri, 
skalarni produkt vektora t i rot v, pri čemu je prvi produkt negativan. 
_- > š 
(Da se u to uvjeriš razvij prema (211) rot t i rot v). 


Konačno dobijemo: 


div (0 x1) = Ea fott ktrotv 
ili 
dvioX)=Veoxi=tuvVXxXv9—e(VXt=trtv—grott (213£) 


Mnogo jednostavnije dolazimo do istog rezultata formalnom primjenom 
opera V. : 


Kao prije napišimo. v (o X t): :u formalnom obliku podvukavši one vektore, 
koje ćemo smatrati kao da su konstantni: 


Vexy)= =VGXO+VOoXxo= 
sada mijenjamo položaj vektora u prvim zagradama, jer operator mora bitu | 
lijevo od vektora, na koji djeluje, tj. lijevo od Bi jer v smatramo kao da je 
konstantan 
= —V(tXv)+VuwXt= j 
konačno konstantne vektore stavimo ispred operatora \ , jer W djeluje na 
vektore, koji nisu konstantni 


-—v(Vxo+1vx9- 


—_— 


= irotv—vrott 
Poseban slučaj ' 
Neka je v = BE konstantan vektor. “ 
Prema (213f) dobijemo 


> - - > - 


div(cXt) =trote—crot t= —cerott 
jer je rote = 0. 


Npr. div (c X 7) = — eTot "= 0,.jer je prema (213) rot r= 0 


Tr 
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3.. Izračunajmo sada rotor vektorskog produkta dvaju vektora, tj. 


da 7 urea 
rtu X)=VxX(evxt 


Izračunavši prema (27a) vektorski produkt vektora v i t prema (211; 
imamo: 


ic j k 
VX (0 X £) = 3 KA par 
dr By 02 
V,yte— vt vt > Vite v,ty—vytx 


9 a 2 
= E 04 —0 1) — 30h — 019) i+ 


- 


: ' š 96 
+ E: (v,ty—v;ty) — E) i+ 


> 


0 e) 
+ Es (v, i oro Goru ty) IE 


Izračunavši parcijalne derivacije i uredivši dobijemo konačno: 
ooX)= VX GX De vdvi—tdivo + V)o— OV) 
Mnogo brže dolazimo do tog rezultata formalnom primjenom operatora V: 
rt XO=VXGXU=VXGX)+VX GX = 
= prema (4X GXo=blad—c(ab)= 
= v.(VU— (Vo +e(VO—tVo= 
uzevši u obzir, da operator W _.ne djeluje na vektore, koje smatramo da su 


ps > > > 
konstantni, u izrazima ( Vv) i (V t) stavimo v i t ispred W= 


"+ > 


=v(VO—t(oV) +v(EV)—t(Vo 
Prema (213d) dobijemo konačno: 


rex = VX GX) =v(VO— (Vo +EV)o—oVIt= 


=vdwt—tdivv+t BL, BE (213g) 


At, Av; 
Poseban slučaj z 
Neka je v = € = konstantan vektor. 


Prema (213g) dobijemo 
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> 


sorte kaja de JE o odici 


BdVItdbe Li = TE — = da. 
' a, Ace, de, 
jer sudo e =0 i_ČE,— 0. 
Ot, 


Primjeri 


1 
1. Izračunaj.u točki T (1, y, 2) derivaciju skalarnog polja U = — u smjeru 
a (cos a, cos B,/cos m 


Prema (213d)': | 


ER BI 
1 
— =(soVW) = 7 sograd —— = prema (c) nastr. 410. 
CER 
de > L-- 1 
=—s8- 'fo=— —plisor) "—-s 1-1. cosop = 
7? r? 1% 
saanad E. 05 


si 
gdje je p kut između so i ro. 


2. Izračunaj u tački Ti (2, 2, D derivaciju divergencije vektorskog polja 


vo = (22 — ugi +(zt—z)j ia 3 (x—z2) k u smjeru jediničnog vektora normale m 
na sferu 22+y2 +2 =9. 
Prema [213d)': 
Idivv 
dno 


Za sferu n=r=rit+yj+zk,a u tački Ti 


— (me V) div o = no + grod div v 


ran Zar pa je 


n 21+2]+K, mE 
n ZVararti 3 


dok je prema (202): divv = Vv=2r—6za 


grad (2x —62) = 2i—6k 


.D div o . - 2 E 1 > > 2 1 2 
"—— = PA Ka 2 k ii = .2 < Ba — = 
ja (rit sit 5 ) (zi—sk) -3 3 Ka 
3. Izračunaj 
GV)t=v —z, ako je 


o 
_> +» >, 


v=<Ti-—yi, i=ali—pj+ak 
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' 


Prema (2130): 
4 GVo=um—y)žzidli + (-(i—upzvli + 


ps -- — > 


+ (ri— up 2zkik = 2rti +2yj 
4 lu— hv Neve + rz) = prema (213d) = 
nan + rz) = (— hv s zi + 
+ qk—2j+ t+sy+ nki=v+ z—r+z =y—r+2z 


5 Izračunaj u točki T (x, u, 2) derivaciju skalarnog polja 
2 to oz2 
(u -5 + fta au smjeru r= zi + VI) + zk te točke 


E [2 U) 
6 Izračunaj divergenciju vektorskog produkta vektora 
o = da m: + vk i i= vi + 23 + rk, tj .V tu x tu točki A (2..— 3,5) polja 
[8] 
Izvršimo sada nekoliko kompliciranih vektorskih operacija, koje se svode na 


višestruku primjenu operatora nabla. To su t. zv. diferencijalne operacije drugog 
reda 


1. Ižračunajmo divergenciju pon gradijenta skalarne fukcije U(x, Mz), 
tj divgrad U: 


div grad U = V grad U = skalarni produkt formalnog »vektora« 


KA AU 
dx dx 
d AU 
v ea 1 vektora grad U ay (214) 
2 JU 
dz dz 
deke Ze 2(2) 1,2 (22) - U WU oU 
LOPATOM Ox az \dz dxt By Oz? 


Napišemo li formalno izraz dobiven za div 'grad U u obliku: 


' 0? 0? 0? 
di Pad Rika 
tu grad U = (5 2+ Em + 5) 
tada predočuje izraz u zagradama Laplace-ov operator ili laplasijan, koji se: 
označuje s A (delta) 
o o? 0: 
“=etak jam o (219) 
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pa imamo: ' dr u 
div grad U = Vgrad U = AU (214a) 
Kako znamo, AU =0 je Laplace-ova diferencijalna jednadžba (vidi str. 152). 
Sada možemo stvoriti vezu između operatora Hamilionova i Laplaceova A.' 
Znamo prema (207), da je ' 


grad U = VU ; 
dakle o 
.div grad U = Vgrad U = VVU =AU 
a odatle je: ' 


VV = Vi = A = div grad (216) 


Skalarni kvadrat operatora V daje operator A! 


Pazi! Formula (216) ne smije se primijeniti na grad divv.= v(Vv), woJ. 
V(YVv) # Av. Vidi dalje točku 4. 
Da se uvjeriš u ispravnost formule (216), izračunaj formalno 
2 ([2>, 2> 24) 
== (f 1+ dy + dz 
uzevši u obzir jednakosti (13) i (16). 
Dobit ćeš: 
ZRBLJRTNS IK 
0x? By" 0z? 


2 


Ali vektorski kvadrat nable jednak 'je nuli 


jer. je prema: (24) vektorski kvadrat vektora jednak nuli. 
Iz gornjeg se vidi, da je: | 
| AU = A skalar = skalar == div grad U 
Pogledajmo, što će dati Av=A vektor = div grad vektor. 


. —_> —> EY . 0? _.07 e > es 
div grad Pao (o toi t 58) (Pr+05+Rk) = 


_2(9P ,0'P,0P\_—>([X#Q_0Q a) 
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sE F(ŠE +5 tas) —TAP+JA0+FAR= dektor 


A o = A vektor = vektor =!div grad o 
i; Wo & 
Npr. za radijvektor 7 r=gTi ma: vj + zk uzevši u obzir da jeP=r,0O=y 
1R = z prema (218) imamo: | 


divgradr= WWr= Ar=i-04+j-0+k-0=0- 


'Izračunaj 


—> _ —- 


Avzav=(r yiz)i+ (20 — g +z2)j+ta+y+2)k 


[A U = (2izt+ Dat zi + 2ačyi)i + (4 —6y +122) 3+ s% ] 


fzračunajmo div grad, odnosno A produkta dviju skalarnih funkcija U i V: > 


div grad (UV) = A (UV) = V* (UV) = VV (UV) = prema (208) = 

= V(UVV + VVU) = UV'V + VVVU + VYV'U + VU = 

— UV'V + 2VUVV + VYy'U > UAV + 2VUYV + VAU = 

== U div grad V + 2 grad U grad V ++ V div grad U. . (218a) 


\ 


Pokaži na slični način, da je 


divgrad (U +V) =A(U+V) = 


. (218b) 
= AU + AV = div grad U + div grad V 


pe 
2. Izračunajmo sada divergenciju polja rotora v. 


Unaprijed možemo kazati, da ćemo za divergenciju vrtložnog polja dobiti 
nulu, ako se sjetimo hidrodinamičke interpretacije pojma divergencije i rotora 
vektorskog polja: očito je, da je izdašnost izvora jednaka nuli u slučaju gruženja 
tekućine. 


divrotv = V rav= d(ratv), Ve + d(roto), 2 + (rov), va si 
dx dy dz 
m. m iko) 2 (že — 5) 
= prema (204) = (5 dede (553: 2x0) " \Brdz 2y0s i 
: 


jer se svi članovi poništavaju. Dakle 


data 0 
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Do istog rezultata dolazimo mnogo brže formalnom primjenom operatora V: 


divrotv = V(Y x 6) =(V x Ve = prema (217) =0.1=0 


Divergencija vrtložnog polja jednaka je nuli, dakle vrtložno polje nema izvora, 

Polje, kome je svuda divergencija jednaka nuli, zove se solenoidalno 
(cijevno) vektorsko polje, jer krivulje toka, t. j. krivulje, koje u svakoj točki po- 
lja diraju pripadni vektor (silinice), prolazeći duž zaworene krivulje polja čine 
plohe oblika cijevi. : 

3. Kako je vektorsko polje Bradijema ii potencijala bezvrtložno polje, mora 
biti rot grad U = 0. ' 


Pokažimo to! 
Uzevši u"obzir formule (211) i (199) dodijemo: 


a 
' _ [a 2 a le 
rot grad U = V x gad U = irakromkra 
DU BU eu | 
dx By (dz | 
Sri la a ad mia x 2 id 2) z 
u dydz  dy0z, OxOz “dxOz dx dy. 8x0y m 


rotgrad U =0 


Isto uz formalnu primjenu operatora: 
i 
rotgrad U =V x (VU) =(V X VJU = 0. U =0 
"3 
Polje gradijenta ili potencijalno polje nema vrtloga. 


4. Izračunajmo sada gradijent skalarnog polja divergencije. vektora »: 
grad divv = V(Vv) = 


>A >A >, čio 
-(72+18 +45.) divu = 


Ra 
—>ddvv “Adve — a divv 
nara +j “By VE ma 

a kako je ._ 

APO. oR 

: 2 Ve 
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dobijemo: > 


> >j/8'P o:Q AR 
grad div ov ie Ixdy a) 


o >(0P. A0 533) z( &'P_:02Q ' 
ji (2+ ae +a8 oi dx dz + Byoz s) ke 


> 


: ; Kea 
5. Izračunajmo rotor polja rotora vektora v, t. i. rot rot v. 


rot oro =V x(V x w) = prama (211) i (204) = 


Sla I 
a 
& 
li 


(2 — E2] 
dž ox 


dx! Bxdy  Byoz dz 
z( IP 2'R 2'R IQ 


dxoz mr Oy? Li dy dz 


a : ž : : : 7 0Po>oIQ 

Sada ćemo desnoj. strani dobivene jednakosti dodati # gri +j JI 

4 

> « 
+ i isti izraz oduzeti. 


Nakon uređenja dobijemo: ; 
=> -> 2 A: u o_R —_> žP 2 2 
ze 2Q )+1(g5+ 5358+ 85) + 


Porod (gas * o dxoy  dxdz dxdy 'Byt ' dyoz 


NP WQ = &R ) Nia diP 2) 
+ laz nat as cro aber g 


Q O F (SE *R o'R 5)| 
' +) ; (% nja dy? + 58) + k Eve + di + DTi = prema(219)i(218) = 


= grad div VU — div grad m 
(220) 


rot rot v = grad div v — div grad v 
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Mnogo jednostavnije i brže dolazimo .do tog izraza formalna primijenjujući 
operator V. Uzevši.u obzir formulu (32) za. trostruki. vektorski produkr:. 


< x (6 x c) ib (ac]—e (ab) dobijemo: 
rot NEO: VX (V X.o) = WVy) — v(VY) = 
= grad div u — Viv = prema (216) = 


= grad div v— Av = grad div'u — div grad v 
ili 


vox (V xs) = vivo) — Av (220e) 

Odatle slijedi simbolički oblik formule (219) za grad div ija 
: rad divom rot rot u sb dio grado. : (219) 
(Yo) = V x (V x o) + Ao * (219) 


6. Izvedimo Af(U), \. j. div grad polja skalarne funkcije U(x, y, 2). 
Of(U) = div (grad f(U)) = prema (208) = 
= div (f'(U) grad U ) — prema (210) =" 
= F'(U) div grad U + grad U -gradf(U) = 
= prema (208) = f'(U) div grad U + grad U -f"(U) «grad U = 
— FLUJAU + f'(U) (DU)! 


OCU) = F(U)JAU + f"(U) (VV) (2204) 
Na primjer: : 
AU: =2U + AU +2 +(VU): 
Do iste formule dolazimo, ako u formulu (2182) uvrsimo PV = U, 
AU? = 3U*AU + 6U(VU)* 


7. Izvedimo MUVW), gdje su U, V i W tri skalarna polja. 
A (UVW) = A (U (VW) ) = prema (2184) = 
— UB(VW) + 2VU(VVW) + (VW)AU = 
= prema (2184) i (208) < | 
= U (VAW +XVVVWP)+ WOW) + ZAVEVVW + VV) + VAU 
= UKAW&4 UWAV + VWBU +XUVVVW+ V VU VW+ WVUVP) 


Uvrstimo li u tu'formulu # = U i W = U, dobijemo gore izvedeni izraz 
za AU* 


$. Izvedimo Af(r), gdje jer — lri= y Hyka 


Af(r) = VIWO =" prema (208) = 


> 


= KE prema (210) = A vr + va 


vije Vr)- = prema (b) str. 410. = 


= prema.(210a) i (208) = 2 +3 +r(/ v 2 + . VI = 
= prema (c) str. 410, (208) i (b) = 


"_ 2 7 
—/ mo nE : r ze 


= i 2f/+ri/ = E (r'I/) 


jer je : 
d 
dr (r'f/) =r i 4 +4 A 2r 
i u 2 
of) = ag r9/) (2206) 
Na primjer: 
lo d l 2 
Ar=azebdeg 2ž=-2 
1 1 d ' I od l 
Areaad" (-5)1 salo 9-e 
Abd E 


A mk 2) = E 6r =6 
Paimijetimo, da gore izvedeni izraz (220b) za A 7 (r) možemo dobiti i tako, da 
neposfeđno primijenimo formule: (214): 


divgradf(r) = VVIG=Af(G= 


[8,85 FBI, Hm, Fin 
(f:+2 dut +55)! Te o op o* oz 
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Izračunamo li za fin te tri duse parcijalne derivacije pa ik evedtimo. ao 
čemo! nakon uređenja : » i ; 


A fin rn+z0 are. 4 ie 
Na isti hačin možemo izračunati : stoi 
'Ar, Ar a" Hd. 
"Napravi to! i Mae X GE 


Primijetimo još, da možemo Hrotinag i onu. funkciju l m za koju. je Ant 1 o =4. 
Slavine li 
1 m 


1. Afm=sm+2 She e “a 


pi giješimo li tu diferencijalnu jednadžbu uz ubaci f'(7) = p Ividi Dio II, 
.$ 10,3. b)l, Bebit ćemo d X 


. \ jj U 

; ner rao 
Izvedi to! ' 
9. Izvedimo, konačno, izraz!za A (A Khe 


š 


A (070) = Pa dini -3£ ("£0)- 
pm (2200) = ž Hihi [- I de y IM 


ižled hen stag se 


-paležlv ek Fi 


m4 pe e Sna 
be mata; = 


i H , 
> ZIPpO RA p77 +2,'—1f = 
= mirta + 4rfija. 


/ 


I pas 1 , S . _ la 7 27\ 
So doskcE, -72l"8) 


i 


jer je. : MEA 


m 2) ST pa . "e 


: satni i4(e2), i (2200): 


Na primjer: 
Pu do daa ja 
dakaka u s. 


, 


AGm-deda ono 


nadi 9=2 ee 
Kacai pa dao 
EEE IZ RR VPS 
sretna, 
A me f oo ' o . 
E *k dd Mone 2 d A - da ka u 
sb) a le she eakojio 


u pa 


#14. SUSTAVI OBICNIH, DrrEnsNuzanje igepNapsi 


g 


Uzmimo najprije gia od dvije. diferencijalne! jednadžba: Bridgh Čada, 


jer: ga možemo lako, Esometrijski adam Ta Sustav: ima. gorem oblik. 
, Ž li Buti I 


a kr 4 m VA BE 


Ka 5 dz a s Š 

dz A ue) 
Kako“ se vidi di iašnik jednadžbi Sustava; z je“ nezavisna: promjenljiva; dok su 
a:i.z funkcije. od: x. Zadatak. ge .svodi na, određivanje tili funkoija y = y (2) i 


2 =.z (1), koje će identički nin obje Neno jednadžbe. maru u 
< sustava. < ps 


X Iz teorije prostoviik krivulja: (Vidi s 9; 1) znamo, da te datikenje“ "=y (2) 


i z = z (1) uzete zajedno predočuju ortogonalne projekcije prostdrme: krivulje “ 


na koordinatne ravnine XY i XZ, pa: se zadatak svodi geometrijska, ha odre- 
đivanje te prostorne“ krivulje. na E jo 


U drugu ruku znamo, da prema. formuli (1584) jednajižka tangens? na prodje 
stornu krivulju u najapsenijijem obliku; :glaši, Pa x 


“x KR EJ 
2 ' r— U =" .2—>E& S 
da, duo dZ, Gi 


D 
pi 


28 B. Apsen: Repetitorij više snajeruatike — Die m, 493 


pet s 


A ši,vako: sve riazivnike podij s 2: khua 


 Uvrštenje vrjednosti EZ ši E , zadani sstivom to Go) ditevakcijalnik je 


dnadžbi, daje : ja ž 
PI Zao“ mea 
Nu BEL (1 bog (2.0.2) ' : 
Usporedimo li tu jednadžbu s jednadžbom tava: a i kamini obHki. 
(38), vidimo da kaeficijenfi smjera tangente na (prostornu. skrivalju. zada Da: 
: sustavom: diferencijalnih. jednadčki (a): iBlaše_ NEM E oR e 
Al a 1, (nv FK. da (2.2) Pe i Nani o ita 3 
. odnosno su: koiniši kutova. a b. iz, što. ih dosdentu zatvara: s koordinati 
osima, razmjerni s 1, f, (r,y; 2); id AČA W3). do 
Kako su koeficijenti smjera tangente" dunkrtje od“ x au iz, zaključuje o, 
da sustav (a) diferencijalnih: jednadžbi. prvog. ređa definira: Relje. smjeravd u, 
proštoru, “jer dođjeljuje- svakoj: točki prestora, U: kojera. su? “definjrane duh £. 
(cije. f, i f> smjer tangente na onu proštornu: krivulju, 'U. (2), Z (2), koja bro! iz 
.tom točkom. Riješiti zadani; sustav (a) znači dakle odrediti: familiju prostor ih: 
kriyulja, koje u svakoj svojoj točku naje roje prdpisan: zadanim ztavjn: 
diferencijalnih jednadžbi. : ' 
“Da dobijemo #partilularno rješenje. sustava dl arometreki jednu nar 
“krivulju te familijć, moramo uvesti početne 
točku (2, 9,,2,), kojom ta naročita, krivulja. ima proči. | 
Ako je polje smjerova u prostoru definirano s wi“ ronikje Po 
O(z,u,2) i R(z,u.7), tada sustav (4) prima zak 
dr E: 2 dy ći 
Fi.99 a Gem“ Tavo 


wr 
: ili 
dy _ e iz KA 2) Mea 
dz s PE& u: 
: £. E Rem)“ 
“Piz, 4,8. + 
gejeva đa se i i sustav ta čao: pie "u obliku te" jer. iz to slijedi: 


dy dz. 
ža =. + az: > 
. Ka D Fer =, ed E : 
"pa je u ; 
par 


Ri , (e, uz) 


Konačno. sustav. zinesenih' terena jeiadivi prvoga zedać moše : 
imati oblik > aa : io 


ram ah. 


kei 


434. 


U tom se slučaju: traže tri žišikeljeta. = 
familija prostornih krivulja zadana je par: arski, 
jednadžbi možemo i kinematički. mirjretijeći eko raje 
' eta: t vrijeme. - ik 


Kako je brzina derivacija“ puta. po vremenu, ip Koi 


brzine gibanja u smjeru: koordinatnih: osi kad" tunkeije točka: [LAVA 2) i vre 
mena t, tj. zadani sustav diferencijalnih jednadžbi definira vektorsko: polje 
brzina. Riješiti taj sustav znači, dakis; odrgditi. sva: dra / ibanja: u prostoru, 
koja u svakoj zadanoj točki“ (za) .prostora:i u svaki zađani moment t imaju 
brzinu propisanu zadanim sustavom. diferi neijalnih. jednadžbi. : pi a TS 
“Kako se rješavaju odnosna integriraju - navedeni sustavi , (diferencijalnih 
jednadžbi, pokazat ćemo-na: primjerima. | š 
* Primjeri" 


straže: se: ya) riza) 


* Denvirajmo po < prvu jednadžbu . mm 


raž 

odao 

. Ovamo uvrstimo drugu jednadžbu, pa dobijemo a 
La ai vu—z +14) ae vu =—aiti 


Dobili. smo nehorhogenu diferencijalni j g orugde reda s iKonstanitnim < 
koeficijentima. Riješimo je prema a «slučaju, (vidi pas A Ib 


Dobijemo oi eo Leo HP 

' v-Gez+Gaće+a—a) e E 
2 A. s 
a kako je prema prvoj jedriadžbi zadanog. surova z »wv. 2 imat demo laradu« a 
navši y prema,.(a) Ja DVE 


di Ee *_ eva: RE o. 


“ Jednadžbe (a) i (6) daju:opće rješen e zad , sustava Ono a : 
stornih krivulja; koje ovise o de a dvi eia eo vie dima pro 


Odredimo sada partikularno“ Biz ništavna “odre 
stornu krivulju, koja neka: prolazi točkom. Ta (0 pros 


; Uvrštenje: koordinata točka: Ti-u' će tekata 


_= Cr+ Oi Ide 
15lO—C:+, Bi 


Odatle: “ dada 
a=z i aa. 


Uvrštenje u: a) i 0). dajeć 


u=2(e +eze)+iz= 
pasi sata: Ieri 


* Vidimo, da se rješavanje. šuštava bečdvi je il X 
tražene funkcije svodi na. rješavanje g" 
reda s jednom nepožnatom funkcijem: Ta: je Se 
stava dvije konstarite ii dva pararičijg: Ci Cpo 1 

mist .. 


udi A 
82 v+z z 
t Ž K aa m je . E 
' de =2+a!. Traže: feiiz tata zd ii 
8. Bau j MBA o PM “4 4 
: K-£ =r “ u. : 
| D \ id Ki M =a PEKI 
Deriviraj mo “po t prvu jednadžbu ba u: ni: opna. dvije. druge ate 
ostava, pri gaimo označivat čemo, ćemo, kao. "obično, dmj ek . 
saM E Ka žeg+ž: Sd SDA ku 
NT e žeđkkuka. < 


a kako je: prema prvoj jednadžbi v+tz = doje 
; : Ne žožat=o. KE E 
Riješimo tu nomogenu linearitu diše Poctisliu inadini ovi e no 
Dobijemo m: e £ 


: a “o 


Uvrštenje (a) i 


doje: o gp rolvE in 
| | 44 pera 


Riješimo- ji linearnu pehormogenu terena sednadinu: “mučinom. 


rli 
koristanala tvidi Dio. 11). + Te Did ji sri ' 


Pabijemo . i 1 Ž 
ori 


.436 


ad: 


Dobiveno. opće jada (a); Pi: 


krivulja u' prostoru koje. avise - a rina 
vulje:imaju.u: svakoj svje toč nima pone 


\ jednadžbi. 


Prihvatimo li “kinematičku interpretaciju za siistava, tada rješen 
«i «c) predočuju sva:'ona gibanja u prostoru, koj dr id prostomni ima! 
- k&ja: odgovara. onom: vektorskom polju: diana, vin je određeno. zadanim sura 


\ ma 


Da odredimo partikularno: rješenje suis Mr rea uwje+ i 
dra uv, sr . 


dani 


tima, moramo pšrametre Ch), Cx i-C: prilagoditi 
zanima trajektorija onog,gibanja.. kpje u: moment I 


 Uvrštenje“tih vrijednosti u . opće: rješenje. daje“, aii 
-izco+6. . 
1264+: 
i srlača +e! 

, odatle: slijedi , VE ai o : 
C=—4 &-31 Gea 


pa partikularno rješenje, glisi 


duk kar 
oz=k4e€. o +8e. . 


x A g : i 


veze ae sja * 
£ di dt : : ; 

' oz=60 2 a. 
Ond predočuje mražčnju trajčktoriju >. : onog “gibanja; u pros koje. pre 


- Jazi zadanom točkom Ti: u moment ti =0. Da se uvjerimo:ta kr) dova X 
uvjete postavljene zadanim sustavom: ditergusijaknih Jednadioi, s. odrašimo 


. gibanja u smjeru koordinatnih. osi, tj. š LA 4 oke 


Prema Ko imamo: 


E E go 
u=2e, hteo 


iza —6e Vera 
* | o. Pija Z 


-t. SZE 

saz +6e a 
PE SK TE 

Kira +84. 


tt .. 
z+vzad + se 
pa je ' fo 2 
ja sa di La 
“z=ytz s 
i: Mr 
ižaztž: 


ato je zadani sustav itereoctijnib: jednadik, 


m Bo pa z a 


180 


Kata E 
Traže-se Pp a z W. 
Iz prva dva člana zala 


m A a, 


2 Prelazimo na polarne koordina 


“odatle ha AA 
Ke  Uvrštenje u a daje Ka E 
s ' o ndr=zdy svuda lim 
Kako je tgy -+ pi * "> 
: dobljema. ' 
opa je f 
b A ' m : 
..  Integriranje daje .' 
Iz Lt 
Slijedi | da o 
pana mz=inrtdnča Ks 
dakle “ ; DO Hata 
. ko ; Be zmčik: : Š 
ž f = d 


Based 


Iz dobivenih rješenja e) i e) možemo: “ i, z ira pomoću s Kara 
jer=varv 2. ga noj Panu s 


€ 3 Pin greek 


 Primijenivš poznato svojstio : razmjera dobijemo 


dr + dy +dz MESBS 
Pi e=vre—p ma 


“ Imamo dakle 


Integriranje di Mai e 
+7 > ta) 


Odatle: o 


paje “ kr 
ME au -O ec 
pur ao caenie 


Uvrštenje u zadani snatay daje * 
gr 


. : ' , Grara mkTN: IzE : 
ran ii 
x, a mene 


Dobili smo diferencijalnu jednajjtbu, kojoj. ie jeva srdć ogzakini rovi 


cijal, jer rr aka pa prema $,8 imarao: ti Potra i Ada 
: — Ca +at+ay— Ogi pd, 
f 


“Uvrštenje Ci= =r+y ti Z daje žakoh uređenja: 
Ca =—z— zay 


/ 


Da prjednostavimo dobiveno rješenje, izračunsjmo: om 
CE at + th E Zab doz kaje. | 


Cu 


a odatle je ' 
—=u— s—vz sagi. 


zree 


Uvrštenje u izraz za ce daje: i, 


PRA pai 
(== ZI 


ga je 


: : EJ 
iz dobivenih rješenja x). Ki oy vila, pa ope rješenje: žadania. ustava Pate £ 
čuje geometrijski familiju prostih krivlilja, kaje su zadane. Kao - presjeci Para- ' 


lelnih ravnina a + a + ra 1 koje sijeku na: kobrdinatniju osima: Jednake: seg- 


menite C: po volji; i kničeateikati ikuglinih ploha pdtumjera va po kelji sa svidi : 
štem u ishodištu 9. . Po AEAd : 2 
5. dz jo 
7 "Rt _ 2=i: 
uo z—a 
.đt E Zz—t R 


pa jeo 


#+41= O U aš. 


Uvrštenje_u treću jednadžbu. daje: | 


“pa je ee 
e ae icd Kk 
š man ia Pe 2i ke A saa 
Uvrštenje (a). i (b)'u drugu jednadžbu 
Bea 
Bra 
Ali nae 
(dy = 
Odatle m ak m 
vea lara. to >meraćoto 
podnici Gi +. še, pom 
Da izrazimo iz kao: o fuhketju od- MI a, o 4 e viša to BIN 
Dobijemo:, 3,2 
smij, ug 


Pri kinematičkoj iriterpretaciji došivena; “opće & t so e 4: Ka predočuje: 
sva gibanja u prostoru, kojim: je brzina u svakoj, to ređena zadanim sustavom 
diferencijalnih jednadžbi. u . < 


Odredimo partikularno rješenje,“ a trajsktotiša“ anga givonja, koje u, monent 
.ti = 0, prolazi točkom m 2 e e). 
. Uvrštenje tih vrijednosti u (ay, fa) i (e) daje: 


mo 
o2=dnahO: : 


u g bi = G: 
ee SOGBLE 
si ron =_i 
-Cise 
Ci = a4 


Uvrštenje uu (a)', (b). i (e). daje partikularno rješenje, . koje: &dgovara zadandna 
"početnom uvjetu: Ke VA kri 


av 


a= Iv(e—t: 
u=mn(eS »+ +1 
E z=. e i i 
“Budući da jez=e= const, dobivena tpajektorija leži “u ravnini, koja je Paru“ 


"lelna s ravrlijom XY\a udaljena od nje za €; DA se projicira u ravninu XY.u pravoj. 
veličini, Nariši tu krivulju! 


Riješi sustave diterencijetnih jednadžbi: 

' du. =a Nu. ranoj 
pe : dz ' X: a 
 Partikularno rješenje kroz kJ ta h 9. ' 


«[r-as; 


=») 


“440 


Partikularno rješenje za: “th = 0 kroz m (u u ma IA BS 
rare: hv miu kadai 1 


vVacaba 


«ŽE zvoni o s. “ish 
[es (eine čikpos PI) 


maa?) 


i qu= "uo +c9 krov 


$ 15. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE, JEDNADŽBE, 


. Uzet ćemo“ samo jedan tip tih jednadžbi, i g learn g poi diencbalne : 
jednadžbu prvoga reda. Ta jednadžba ima. nai oblik 


Pla, y 2)5: Z+ os s, u = - Ri, » #. 


: sdje: su P, Qi i R zadane neprekinute: funkcije. od. xi. pr E i “i, 
Traži se funkcija z =2(x, 9), oka iđentički: zadovoljava zadanu drei ' 
jednadžbu. ' 


Premndjane jednadžbe roga tipa zovu 2 linearne, jer su: obje. parčijalne : 
derivacije 2 s i E =qu prvom stupnju. Budući KA tražena Sankciji .n 


“mora biti e jednadžbi linedrna, pojam lineariibati! parcijalnih jed-: 
*nadžbi ne podudara se s pojmom linearnosti: običnih diferencijskih jednadžbi. 
(vidi Dio II. & 10, 2), pa se te jednadžbe. zovu također: kvazi.l ineara Khe 
cijalne jednadžbe. . /', ' 
Znamo, da opće rješenje obične diferedcijalne“ Jednadžbe predočuje s 
metrijski familiju krivulja u “ravnini, koja: ovisi“o' jednom: iti -o. Više“ Reš. 
Po analogiji očekujemo, da. će | rješenje: zađane | parcijalne < diftr a 
nadžbe predočivati familiju ploha u prostoru; jef tražena: funkcija .s.=: 2f&, Da 
koja ima da zadovolji diferencijalnu , jednadžbu; "predočuje: plohu: u pro : 
Da na što jednostavniji i preglednik način zpshnnači je BD i 
diferencijalnih jednadžbi toga tipa; pro vi moa 
taciju zadane diferencijafhe jednadžbe. i ženo ki E Eja 


ia , 


svrhu definirajmo u: gebm dijelu pre i kojana 
Bo.A P,0iR, «vektorsko polje.tako,, Sa oj » 


' p ioni su. korngonešta Pi A 2) 


B o te 
o Normal “bilo koje/od traženih 


: T(% 9, 2) te plobe jediničnijvektor m, Bolić 
Zonno: da nE Šid dna pon za pon a -. X) 


“ Budići đa gu komponsike enog pa L kosti nieeov 
smjera, bit će ai ) nad A8 S 


> 


bi : so 
8 
dobijemo | 
* x . : s ZG 4 i > 
s ko Fri HA X 


stoji skgrdito na pei “normale. o, deki. dčdakje“ u epski kla: gad 
gralne plohe, koja. prolazi. njegovom, početnom tbčkor ht:1 Tla. » dakuna ' 

. Naš je . sada, da dean“ “one plohe Koje ; 
mi 


> če plohe “biti tražena rešenja zadan b: 
m jednadžbe, t. i Ms ours ZONE 


' “prostorne krivulje. bić \če.: izvodnicg. 
: “karakteristične: krivulje mija 
sa 188 ktivulje S). po 


koeficijenti sinjera te sile a 


“Budući da sile v polja sila ranka ze ho A odo ida 
genata na silnice, a uvjet pparalelnosti veca ' 
Zore smjera moraju biti E 


.To.je tražena, diferencijala: Sje dnadžba ica; odno« 
sno karčkrerističnih. krivuljajdifera: Silalaz jednadžbe. .! 
Z Točnije je to sustav od dvije: običie difeteni Ine žjec . ižbe prvog reda za 
»dvije funkcije y i. 2; jer iz 20) jeg: a La 


Riješimo li taj sustav. potičnih fes 
rješenje sustava: soda ona 


tih odnrnih krivulja Povii o dema zaTRN 
zadane nje e dife 


ploha: 


jednu od zmegtakiih pobi. jet« SIMO iL da slav s anna s i nočki. polja S 
onu silnicu, koja prolazi tom točkom, a dur dla: he. 


koje tangiraju silu v: izvodit će šiltice pi ovom pomićanju: vaš vrežene ieegralne SE 
plohe (vidi sl. 188). sava ca, pon 

. Da, konično,- odredimo jednadžbu. integralne: plohe napišemo; uvi , da ista, 
točka T(x,.y, 2) leži-i na ravnalici ina tioj krivulji, koja toin točkom. : 
prolazi, a to znači, da su Koprdinate. X,yiz točke.T; ajedjčka rješenja jedn i 
(b) karakteristične krivulje i jednadžbi (c) ravnalice. Iz prvih arija: Sedn bicsu= -: 
stava.(b) i (c) možemo ižračunati x, y d-z iztazivši ih 1&1'1'C,;, pa livrstivši tas 
ko dobivene vrijednosni max, zA ke. u i četvstu Lordi došlo jednadžbu . m 


“Jednadžbe (b) kraški: krivulj možeme popisi i i c: ; olika : 


& “uta, ši u S 


računati iz tih jedna e KI io. 


FP je funkcija po volji, jer srba kovala pripada druga i Blak B.. 


Da se odredi partikularno“ rješenje: linesme“ parcijale ' diferencijalne“ 
jednadžbe, treba zadati ravnalicu, t. j.: prostošnu: krivulja.“ rarakredis tične e krivulje“ 
opirajući se o tu ravnalicu opisat, će-naročitu integralnu plohu, koja a odgovina, da“ 
danom početnom uvjetu; 4. j. zadanoj: ravnaljći Vidimo, da su: vjeu. kod" 
parcijalnih diferencijalnih. grama sasvim rage: rai vi nego: odo obični sib difel 
rencijalnih jednadžbi. : .“ obja SADA . 

X _Navedimo. tri primjera: češnja nei palih difetedicijldih jaz 
nadžbi prvoga. gode; koje, si većeg, gaće“, Z 
e Ku ps X 


Rješavamo taj, sustav: 
Iz 7 


slijedi 


o Odatle 
šli 
pd je | 
n Ka “ : 


Na'isti način iz 


dobijemo : 
di 


Uvrštenje (a) i (6) .u 
jednadžbe: : ' 


ili u eksplicitnom obliku: \, B i 


gdje su Fi i ; funkcije po volji“ 


Iz općeg rješenja diferencijalag: jednadžbe vidikno; daćau. 
stožaste plohe s vrhom u ishođištu kogr ž er :jedni 
rističnih krivulja y = Cyx i 2 =< Cox. pite 


it bada je vatima), pri derinui 
su ravnine prve familije okomite na-rani ini Pa diupdća I ma: a ivana KE, dok 


as 


' ravnine obiju Billi 
Čirha, koji okrećući se/ako\ 
stožaste plohe, Kojim e 


>. sks9 


Dobijemo: 


(9 


(e 


Označimo: 


ta 


ili uzevši! u obzir, daje pakt Pak. 


Uvrštenje u (d) daje: 


To je traženo partikularno rjeđe koje predočuje ožac prikazan malci 18: 


Prema (221): 


Ebadi 
3 30 


na S = 2, odnosno iz yldy' => de čalijedi nakdn immegrirarija: 
Keatona 
ostkgi mar 
ST» odnosno iz de 0" plijedi 


Ni GC, 


“ Karakteristične krivulje: su: kružnice / pe po volji VO koje su: pata 
delne s ravninom XY, a središte im je: na “osi. Z, 


i jednadibu st ki Pa prej 
“«dočuje prostorno. familiju “valjaka. promjeriljiva polinijera VC: +-i8i./ Zi kap: 
simetrije, koji su presječeni familijom raynina;a = Cu tak 
Tako nastala familija. kružnica: premjenijivog dia. pi 
uzduž osi Z uz.neku zadanu. Žavnalicu opisuje familija r 
ie os Z os rotacije. : 


“a7 


Prema (222) dobivamo, jednadžbu. zih rotacionikt.plofla, odnosno: ča rješenje 
zadane diferencijalne. jednadžbe: 


šli u eksplicitnom obliku 
ze ty) 


gdje.su F i i funkcije po: volji, 
Odredimo. partikularno rješenje: difefencijale: jednadžbe zadavši za 'zavna- 
licu pravac: 
"=a 
koji je paralelan s vsi Z (ravnine x=3i y=4| s. okomite.ria: ravnini X Y, 
sijeku se u pravcu, koji je okomit na ravnini XY, a paralelan s osi 2) e 
Uvrštenje.u (a) daje: 
z=/(09+16) 
z = (25) 

Uvrštenje u (a) đaje mmm 
| KI) = Bray) 
Odatle 

thy 25 
—;—a>amibnakah 


To je traženo partikularno. rješenje; koje predoči uje “valjak poluinjera 5 kojemu 
je os simetrije os Z. Karakteristične: kivulje kružni 2), pri svom pomicanju uzduž 
osi Z skližu se po zadanom pravču (ravnalici), a budući. da je taj pravac garalelan; 
s osi Z, a udaljen od nje za. V3* + dr=5, ojisuju uspravni ktužni valjak. polu-, 
mjera baze 5. “ 


de čE_ 
3. lx id 
Prema (221): 
JE Eat i 
BRA: BN 
u Sd; i % 5 dobijeno imegjranjin: 
K+dy=G, što =O (a) 


Uvrštenje u (222) daje traženo opće rješenje: ' 


F(3x +2y, 5xX—22) =0 
ili 


3x +2y = f(5x— 22) 


gdje su Fif funkcije po volji. 

Pokažimo, đu opće rješenje predočuje familiju valjkastih ploha, t j. ploha, 
što ih opisuje pravac,.koji se pomiče u prostoru ostajući pri. tome paralelan, sain 
sebi.: 

“Napisavši jednadžbe (a) karakterističnih krivulja u obliku: 


Ci MA 

Pe“ a Gata _*7527 

S. ea o M Ae re 
zva 2 


C, C, 

k Seata 
ja E Lada E 

“2 

ili 

i C, 

x sari 

pase nokie 


koji ima konstantne koeficijente smjera, a prolazi točkom. (0, Ze ; 5) 


volji (vidi $ 3, 2). Karakteristične krivulje su dakle paralelni pravci. 


Mijenjamo li vrijednosti. parametara C, i C,, t. j. koordinate. točke T, time. 
pomičerno pravac u prostoru tako, da ostaje uvijek paralelan sam sebi. Pri tom: 
pomicanju opisuje pravac valjkastu plohu. 


Da odredimo partikularno rješenje _ zadane diferencijalne jednadžbe, odnosno 
jednu naročitu valjkastu plohu familije ploha zadanih općim rješenjem, moramo 
zadati ravnalicu, t. j. prostornu krivulju, po kojoj će se sklizati taj: pravac i: tako 
opisivati tu naročitu valjkastu plohu. 


Uzmimo na pr. za ravnalicu kružnicu prikazanu na slići 189, kojoj:je jednadžba 


x +4 = 16 


z=5 
Uvrštenje y = \I6— s" i z=5 u opće rješenje daje: 
x+ 216 = = f(5x — 10) 


2D 2. Apeen: Repetitorij više matematike — Dio IL 449 


Stavimo 


Odatle 


a prema tome E 
..m== =3(4H +19) +216 


a to je s bd 1x — 10. 
" Nakon uvrštenja 


(m=s-, i. (=a. 
i adivasi dobivamo konačno partikularno rješenje: 
Pe 25 19 — Zna ya + 100 — 18 — 1308 — 75 = 0 


Ono predočuje kosi valjak eliptičkog . poprečnog presjeka, kojega ravnina. .. 
z = 5, koja je paralelna s ravninom_XY, siječe u zadanoj ravosiici, t.j ki kružnjci“ 
polumjera 4. ; bj, 

Navedimo još nekoliko primjera: 

i“ FE Bh 2+ 4 ž = e 


IR aram frame on zaly=3. 


&_6_d 
D s? ro z' s 
| de_ds | dd 
' o ; : ZT 1 rr kri) 
dobijemo integrirajući 
1 1 
. Odatic ' 
či bai i PAPRA JL 
ser iaai y 
1 LI 1 ih < 
z-zrilr>y .... opće rješenje 
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Uvrštenje u opće rješenje daje , 
: 2. .[1 
žaj (2) 


* 1 
ili uz —.-t 
As E * : 
= 
a kako je uz naše uvjete = — = +7 imamo“ : . 
1: daa dao. 
: 1(£-5) 2(+: 5) 


Uvrštenje. u opće sješenje. daje tražena partikularno rješenja 


kadbeslioi 
z x 2. _) 
Bi MRA xy 
ili z Šre) 
dz Be _ xy 
2 "a9 a 
Sete 
g» 2) 


Bi 


* 


dx _ & 
Iz rdak1 slijeđi Na ma 
ix=hmy+hnG 
ili KA , 
biz = m(Ciy)“ 
* s=Cy : 
pa 
Ž ka x 
zari 
UŽE gveimoka): 
1.» 
4 _ 2 
: OO 
Odatle 
». 2" 
' G7=5+Ce, 
Uvrštenje (6) daje : 
“ 540 
I ETO 
Odatle 
: “4 
G= ze—a9 


2 


== o—21(2) .--- opće rjetenji 


3. Odredi silnice polja sila | 


S ' 
Prema (221) | MOSTE 
AS dz. du _ dz 
ru 2z 
Iz. i ' 
ode 
' vz 
slijedi .nyz=nz+inCi 
Y =Cz > 
Iz ' š dz == da 
A ps ga pa B 22 X B 
slijedi nz=2nz+mC 
z Ca? | > 
ž air Kos 
Riješi bardjsine ditrenolalne izinadšbe: 
da + E=52—1 
+e 5 ž m 
[K+ «—o, 5x — 36 imSs —1) = 0) 
š Bi pa ! 
2 : a +xy=0 
; 2y= 2 us : 
i odredi pozva rješenje za ravnalicu : > 


sisoy=diar0 “ 


(pipa o— Fora 


i da 
3 . tgž sitnoj a 


[s sin x 28) do 
šny 
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POPIS NAJVAŽNIJIH FORMULA | 


Vektorska sebe 


Radijvektor  . rexi Fhol+sk .. 
no vrijednost“ ili duljina r = | ME =+V\z"ty sE ra (06:63) 
ms 2 2 . = La 2 
smjer , cosa = 3 cos 8 = kz je oy = (4) 
cos*a + cos? B E costy = M : NE: (5) 
skalarne komponente 1, = x Ki rcosea; rn,=y=r0B8; 1 == bed NOR 
Zar=1l rn=004%; neo Bi “e o. zad 
Opći vektor 7 = = i E Gogi a (a2) %. (8) 


Njegova duljina, odnosno udaljenost" dviju točaka u prostoru: 


m LE psa + =a gra. 2 (9). 

Skalarni produkt (a DJ =a ib= a: b- ; cos e Ša PA: di“ 

u komponentama ' ŽE =a,b, + a; b, +a,b, . > a _ (18) 
| 41b sko jeab—o Saužaso ( (15) 

Osnovni jedinični vektodić: : ni i pe 

TE Gk=Rkj=0  ki=ik=0 (13) 
il=i=q; k. Jji=i=4 kre | š “(19 

Kut dvaju vektora: : : . co = aa - (19). 


Zakoni: abba ; (u+b(c+d)=a, ei čašdača “an 
Vektorski produkt: sasa prag Ć 
duljina: ii Tisa: b. <a (20) 


u 


smjer: a sa ravnini 4 i 5- 


smisto: pravilo demo ruki, odnosno: desnog vijka 


pod a. 
u komponentama: 


> > ri i k 1. a 
axb= | 4, .4 a \zTtab—dB) + Ftabenab) +, .. (27) 
hko&ood +Fag sori čksk 
ai b, dk Pre 9 (23) 

_> : ć j Fe 
0 saxa=8. (24) 
. Osnovni jedinični vektori | 
pPACA 0 i aa "es. >. 
2irxj=hk; ixk=& ' KxTaj (21) 
zA a O S i a 

ixi=0 gxj=0 kxkm=0 Kok 


Žakoni: axb=—Pxa;. Grd E id vedi đa vd (28 


Višestruki: produkti 


=> iša : Ž a ha BE CE + 3 ja da EN. db i 
(ax bje=absin o -ccos -| a ' 4,“ 4, =: U paralelopipeda. (31) 
xoPy Bal. 


Mar mA /a X > EE ki, mie: 
Uvjet komplanarnosti triju vektora: fa x. b) € s fa ia 
' o ee + 


dx BxD Pia) ej DE da» pi zva 9289 sez 


ah x Bb) (e or) Ledi x E x DE (a 98 d-a. ba I o 
(a xb) x (xd) =el(e zabda diax DE BI? a39—akE io (4 
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JK) 
PE: 


Vektori ovisni o parametri to ip: ' «še x e ž 
' a(t) =a, 0) i+. a Virže OL 


> pare dam 
das ar ea aira 


/ , 
d > > da d 
 _ + =—i— 
dt Em đt Ša . 
dos _>db. da 
raki ee ro ' = 
še do (35) 
' me dt i da : = Še 
2 (a xb)=ax 3 = 
: , Mio š 
Zaa=1 - const. Ria a 
seo : do Z 
:Analitička geometrija u prostoru . 
Pravac. : ' 
Jednadžba pravca ' a dmi Be 
kroz jednu točku (x, y» 8): >=“ a 
u parametarskom obliku: ž=ma+at_ a 
i y=gni+bto | —e<ić ro (37, 
' z=n+a. ' 
u kanonskom obliku: | ka iza so ee (38) ' 


: kosinusi smjera pravca: 
Pre. je (39) - 
tlak “Tara rina“ 


Kroz dvije točke (x, y» 21) 1 (X, Ye 2): 


: sm Jovi o z—z ur Sa : ' 
' = BS . le 
ka Xx ji 2 —Z2i ma an i 
Dva pravca ae ' nk bu PE že 
kut dvaju pravaca: roda (422). 
. u ik Žž d I. ( 
(a8 


uvjet okomitosti: — — . aa + bbi+ čić. = o ' Tad) 


zan . Va z=š-2. 5 | 4 
uvjet, da se dva pravca šijeku: | x—x, 9% ža | | 
4, ju raka Poe 
Ravnina ' ' 
Jednadžba ravnine: ' 
u općem obliku:  Ax + By + Čz+D=0 do 
u normalnom obliku: x cosa +) cos 8 +z cos -p= = 0 od 


2 Axe By+Ce+D. 


_o 47 id 
TE Aa + Bt +€ i IK &: 


2 


H , x » z JA Da 
u segmentnom m MA u e bi = 1 (9 
u parametarskom oblikut = x=x+wa +va, ii 
(“y=ykub + i M 


; z=n+ua va, 
kroz jednu zadanu točku: | A(x—>x) +8, (9—») + deja == 0. om 


x j a 1 boo 2 
kroz tri zadane točke: jere a la o oh 
' Xa J: ,Z 1 : e ćF 
Xa, Ja Za 1 ! : 


će Ax.+ By+Cž,+D M aki 


 EVATIBTIC . 


E 


udaljenost točke (x,, ), 2). od ravnine: 


.. LB 
Dvije ravnine 


a i: AA +B,B,+C,C, pe 

kat dvi ravni: G6P- ZLAIONA TETE 99 

uvjet. okomitosti: AA + B,B; + CG, = 0 (54) 
.. pv B : A, Bi Ci ž 1 

uvjet paralelnosti: : QĆ ZTAJTG "a (55) 


Pravac i ravnina ; / 
' a4 +bB+cC . 


kut pravca i ravnine: sio = SERA KE (566) 
' Va ++ oV\4+ BF+C Me 


uvjet paralelnosti: dA + 6B +e Ć =0 (S) 
m š m : nar BIA 
uvjet okomitosti: 27ČE“C | a (58) 
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. uvjeti, da poe leži u ravnini: Ma . i 
ad dbaeo 0% Z 
Ax, +By;+Ca, + a= 0. 


Plohe drugog. reda. : BE act Iki <: PVE g 
m a. ba oli 5 “ Doe m : 
kugla: x? + y* + 2? = Re; troosni elipsoid; j sA + za = 1 
Troosni hiperboloid+: li u. 2 o mia moa 
: 2 2 ra po Ma 2 ._ Mo 
dvokrilni: 2—ži—z = 1; > jednoktilnij: 5 +2 —>i = 1 
. Paraboloiđ: " .n zo Tao pe no ae 
ta 2 2 E ' ( : od “ [PIE 
clipiični: ZR +k=28; hiperbolni: BETA. 


ž I u ci 22 
Eliptički stožac: >> + 3; =0 
pliavke “Ea 


Jednadžba tangentne ravnine i normale u točki (xp Yu 2) a 


plohe F(x, »z2)=0: na 2 ' 
BE\ > aa (8FY', ia daF\i, > da 
(55) (s— sv g (5) Paki E ) e Mo) 


Čč, ln Z—2: 


PR a0) 
pne serif): ZENE 


(x ire zu)Pi + (y —y) đ ==— ža 


r>x < =y ka k-saDo 
Penlg sn : nad pi 
porno (8). : 1-(8) 
. £dje j B= da 6." om 


 Parcijalne derivacije i diferehcijai 


Za para funkciju z= f(x, >): 


dz ž 8%z ; 
Dxdy. 1. Oydx 
dz, “az 

dz = Er dx. METI 


(6) 


(78) 


09 


a m 


(79) 


(80) 


457. 


E dž 


- 


a 


"3 


182 : : 


“Za složenu funkciju .w = ta v), gdje jeu= u(x, » BA 2 = "e » sh 


Za implicitnu. funkciju: . 


(xy) = 0: 
F(x,), 2) = 0: 


Taylor-ov red za bn e=/e, ) iz točke (Xu, gi 


fix+h, perja St + niše PRA 


7 


f(x 9) =F(xo Ye) + E: ke (— s) 4 — 


of 


+ 50—>4] +3ulše 


rog Nebi 2 f .) 


dy? 
a 
(dy 


šo, 


s (x a0) +.ac By Žo—) DT 


Je 


&. 
dy 


Frani 


Noge 


češkog 

PR ng 

do da" ii rai 

SE du ze ža ža 


dis. 


d+ out do 


I +nlša 


kbr 


z 


= 


gdje su potencije izraza u Mora: sijiinja Resa Z 
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(90) 


= (92) 


Mac Laurin-ov- red nn saf) 


: kaan ' df. of of ay : 
J(% 9) = (0, 0) + rila: s+53 sol, pa dho. 


so. 


af, . 93 13 : Ma j 
+9) pla. e xy+3 pao +20). ah (970) 


dy*“ /x—o 1 idx* 0x0) dx dy! 
: y=0. : : Ko 90. s 
, > Ekstremne vrijednosti: funkcije-a = f(x, 0 
A) Slobodni ekstrem. ' pt b Jaka 
i a , -0z oo dz € ' 
Nužni uvjet; = =0 i dy =0 . (100) 


" Dovoljni uvjet: 


Oznaka: u točki (Xa, Yo) 


> Ee EL BL 


I. e r+0 : 
PE s 
ekstrem u točki (xo y)ito . ie a Ž a, 
za ra < O maksiinum, a za“ > O dnisinum — : 
b) rati — Se" < O ekstrema nema “i (101) 
o) ' reto — se = ( neodlučno 
II. PO LZ roniti Se 
a) ' 5, +0 ekstrema nema: <“. 
ob) ! : i Sa =0 neodlučne. 


zi 


B) Vezani ekstrem funkcije .z —fl9) > uz uvjet (%,9) = 0 svodi 
se na Bobom ekstrem funkcije a 


Fla) =f(89)] HX: eis PE eo (102) 


i 
Bu o 


Singularne. točke žrivalje Fla y I 0. mr 


 Određuju se iz sustava ičanadžbi: 3 


\ ; Ho io x ei 
ako je (to >5 < dijostruka točka 


ničega 200 + izelitana točka | (104) 
oTeto — So => “Zijak, PAKI s 
, 2 (8F\. BE = (&F\ 
Nje >, u=lgs) i ala risa) 
A 9 PI 2 o 


m. ' 
Dvojidša (anvelopa) familije krivanje F(% ya 2 = o 
Njena skjjetia se dobije tako; “da se ukloni parametar «iz pdadški: a 


mu 2 _Q 4 Bipel=0 (|. (109) 


Višestruki integrali 


Dvostruki integrali 


a pravokutnim koordinaraina: m Pia e I 
y(x) %(y) ' 
v = I [16 »)da dy = i dx Tie »d= f o [gta vjes (106) 
mix a o be ie: 


u polarnim koordinatama: x == p cos ei BU . sti e; dx dy = o do de 


V = [fee Cos 93 p-sin e) o-do de ' š ' : (1) 
. g / ka x S ud : i še 
u eliptičkim koordinatama: | x = au cos v; = bu sin v; dxdy = ab u.du dv 
Ozu 1 
, 0Sv<2Ž2rE 


V = ab [[ flau cos, bu sin vjududo sE (t13) 
2, _ s EE - kog 


Trostruki integrali 


u pravokutnim koordinatama: >» 
: vfx) Zi(x, ») : ' 
J ll | fl = drdyds = fa [4 l (5,9, 2)da (109) 


\ 


“a i fa) (xy) 


\ 
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u cilindričkim koordinatama“ -x = p cos 9; 09 y= ps sin La za=e 


Dates. zeko —oo<z< +e. 


Žravdki dode ' ša o 15) ' 
[fes nona "a (116) > 


u prostornim polarnim: (kuglinimm) koordinatama: 


x pon Beotgi y = pobi Dsinos. z=prod: . 
' (117) 
0<Zo<2n ozon DETE br 


: ddy da = grin 8 48. do 4+: (118) 


JII sesn 9 cos o, pom dino, p cos De. sin $ 9 dp do (119) 


opći slućaj: x=x(u, V, še v= vt» 95 pain v, 1) 
: , sakao aa 
_ | Blas9:2) | goj = | 2 21 audode 
dxdy dz = | d(u, o, 3) dududt ssh du du a udv (120a) X 
e | du dvo dr 


Primjena višestrukih integrala 


Nehomogeni ravni likovi diatoće u= ix; s): 


masa m "- [[uao 2.1 (123b) 
: [fxdxdy 
gebe a 


težište za u = 1 2 i (125) ' 
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Momenti tromosti (inercije) ravnih- dikova: &«; =" dj: 
L ff» dx dy UREE = [fas i 2 lane (126) 
L ad] [ a a '. 42) 


Komplanacija plohe 2 = f(x, y): > > 


o: 


os= If Trešas dy = 


(3) 


u. K : S ž 
Masa nehomogene plohe z = f(x; y) gustoće. u = ul, s): 
me [[u6y)TFFTPEA 
'. M , Da? X : č ' DO : . 
Nehomogena tjelesa gustoće u = pla » s) i volumena V: 


masa ni = IJ asia z i ? (036) 


SIE sia » z)ds dy a : 


*% - 
, 9» zldx d se mI 
m2 a y 2) x dy a3. 
težište, 
na nE » z)de Ba Ž 
Pao Mae 
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aj 


momenti tromošti (inercije) . 


de [[[00+ ol op 
> [1 realan gaaa | 


I, = [ife te +otluts, » jac 


LA 


: flo + Jak, 2) dy de — prave 


Integrali, koji oviše- o porainetru 


Deriviranje po parametru a: ' 
2. Granice rjeaga su konstantne 


t fina [dosa 


2. Granice integracije su funkcije parametru a" 


bra)  »a) : > 
Z £ [1 ajde — - Je 2) dz +10 ea E: ž—/(a a S (4 
a(a) : A a(a) $ 
Integriranje po pura a: 
j 1 [ f(x, vala: -f dx fa 16 1) da“ (146), 
Egzaktni diferencijali. Egzaktne difercncijalne jednadžbe 
Mau BE aP_aQ z | u m g 
Ako je Z mr rar rai od : A 


| Pi »)ds + (x, »)dy.= | dU(a, s) + C = U(=, »+Ca. 


* 29 kT ; ' 
= [Pc o)ax4 [ 00mo pp +c + 
ka PA žvrni o. &# na 


Ko 


(139) 


To) 


pat a g o a 


| Pa, J> z)dx + 00, J> As? + Rx, »/ajde = fabia Ji a) +c= k 


Perom mm 
E Ze š* : E, Mei \ 
1 , : _ a br E s, A 
tb | Rirase sa$ “| (150) | 
Euler-ov multiplikator. u za su kad je Pig O. 


dod, 
BAE gu: ' sE 


bika s. S 

27 -2l5- 2). (152. 
2. Ako jeu =u(y) ; 

S HE-8) Ra. 

Tele bh: ra 


Krivulje. u prostoru“ 


“1. krivulja x =x(t) m _pr. cilindrička a spala X =rec0st : 
o y=y(t) GS) = y=rsnt (155). 
z=z2(t) La ' : sd . ; zša ; 


Jednadžbe u točki To(Xg, Yo, Zo) parametra £ == ty: 


' x—x _i—= Po ZA 
tANgene TAJ TA) E Ta)“ Ms 
ii oo i 

: : Ba 
*—n_y—ye _la—aa niša? 

rar aka: m 

normalne: ravnine (x — x9)x“(to) + (9 —ye)9'(10) + (z— 2.) z'(t) =0 (157) 


2 


; XX». VJ 2— Šo ; : : 
oskulacione ravnine x'(to) (lta). (4). |=0 (183). 
x"(to) y"(t9) #"() ' i s B 
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duljina.huka (rektifikacija). 


sl ) 


r4 
11. krivulja P z=als) ' 
. , y=y(s) gdje je s dulja ka kšivulje 
o s=2(:5) \ : : ; 
Jednadžba u točki Ta(xo ya, s) parametra s = si 
tangente Pie ć 2—= ža (169) 


(S) (s) 3 FAZE 
normalne ravnine (x — s) (se) E ly — voy (59) + (a —zje Go) = = o. (170) 
! . ' i Xx. Y—y Zo Zu ; Bh Aku 
oskulacione ravnine (So) (se) >2'(5) | =0 a andy 
i x"(50) . o ZU (50) ' 
binormale : ko ž 


ZT ENTI me ; ' ZZ (172) 


Jy VG) z(s) | 2'(50) E AJA 2 (30) (5) "E x'(s) . KyC9) 
MEDI Eko sin) x'(59) x"(se) E (se) 


\ 
“u 


' ij GENE SM De g paoajuona 
glavne normale s) Vs) o 27(50) i Zak (173) 


res kacie ravnine 


(x —x0)x"(56) + (9—949"() + s (a) = =0 > (174 


zakrivljenost < (1646) 
(9) yG) 620) |. 
i Pie Ze) Moai a s . 
A _ le (so) 9 (50 2 (S | 
sorzija > Kar NEG OETGECETSIE dam 


NI krivulja r=r(s) > 
Frenet-ove formule. 
a m —on: ave 1 narmale; 8 


.-—ort ak. 


+485 


Pa nemi 

mpi 

pa Ro e, vt 
E pe = —Tn ' : < Ki 18 ,. 
dmć odenoduo god 

bn Gajeta 1 


Veza između integrala račun išpova je 

Grecen-ova formula ' da oR IE ' 
DEAN ME 

mie o)ax + Ox, y)dy = | f odjeca MEKOE 
g . i VO f 
Slike na formula ' ' 


' Pri y, z)dx + O(x,y, zjay + Roy, 2)da. = «=(] [08 —2) aa 


H - dije mama e as 
milj (5-2) sU +(Z- Bea +(2-5)a0. ae 


v : Keti PLELA " 


Gauss-ova formula, PE a. Va PRVO ni 
+8 20, Jao [fajn oačjaj mae 
< R2, £) čosvl dS= a ' (196 
- | | P(x, y, 2)dy ds + Q(% 9, 2)dnda + Ri » saky | 


' 


Derivacija funkcije U(x, y £) u smjesu s P Y),. odnosno še deo ela 


dU_ 2U dU sau. ge Sa 

>= -— oi etida grad o | (198) 
ds dx ai od DZ a : 

sarli siai = MTAMTeE 2 o 

A 4) Ka de io Ž | so 


Kut dviju plohe G(š'35 PELELE ani, nji 


. "Za vektorsko salje v #-Pis, », bI i pos 069 » Pri + Ris » x) 7 


(2G., 8H. “40.88. Ea 
ma rav rd Cak 


rot v = 


f 


36 io 
+(5) SI \ 


= o polke poja o ako je v, =P= ši = o = 


odnosno ako je roro =0 


* Gauss-ova formula u vektorskom obliku m 


[JJečana- lje 


Stokes-ova formula u vektorskom obliku: 


= Operatori: 


I Nabla , 


7. 


K 
po Mbjik 
Oz .. 


P9,ds = [I (rot as : 


pz 


> ap. e R. 
dvo == kis Ke 
__3Q aP_0R Su 2 __AP ran 
= -#)' + +(Z i 0 5 wi 


\ 


 U(x9, 2) = < [rasos+naso- 


du. nA =R=e5 


dy" 


V skala — grad skalara — VU >radp 


VU +.V) = VU + VV = žradU + gred V 
 V(UV) = UV + VVU = Ugrad V+Vgrad U. 
>. VRU = kVU = kgrad U > 
VU) 


maLo vU = - profe u 


BE ai oo 


U 
KI 


(203) 


05) 


(209 


(207) 


y vektor = o veka = VS i dod . 


oveš-e Vi-na3) NG o 
; gdje je k konstanta ; m. rm. 


' ovau vva vi aoš kat no 
Vue) = UVa+ovU= Udo + ugadu. 


| VU) = o EU a Egredu i yu 
gdje je c konstantan vektor. id : 


e? 
i A 
9 = 


.V X vektor = rot vektora = VX vu = fou =" 


s 


rot (Uv) =V x < (09) = U(y x vx vu " 


naa Miru 
H Kea 4 3 * 


rot (oHtj=Vx(e+ bv x + Vox ratu vote 


odvr=3> 


naro 


gdje je = radijvekcor = xd Tao Fisk 


rot(cU).= Vxiu=—?x yu ix gredu 


gdje je mi Konaaniso vektor: 


ča ni Vo=( Voji+ (Vo) f+GV ok | 
. so, raj Kava i ga 
(oV)t= a Bas 
Evo 2“ gradu da 
; (05, 


f s VJU =s jad u 
' : (drze 
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gle 
Prijam 


JURE 


mr 


oem. 
| (3) ž 


anog | 
(2138) 


Qua), 


. (2130)" . 


. Giza, 


“ (a1aay. 


orač Vode. . : MA 


o$ S xDxi4 xx PV +dms: A. . Guše 
=oXratt+ixrotv iLi RER a “a 
| aa Ra 
do xi vx ši xd—avxg = a 
aa ; . (2129. 
' oč xd-vxExh = ' 
-3079—če + vidi “ Q13g) 
= U dot Tako + t do —v E 
S i Pamoa 
u AU, U . 
Vareš: U= čearatU = Ka =<&+t+= ai | gr 
na Si a e 
1I Delta A “atas ukr a. (215) 
dio grad U =  Vgrad U = vu au, M a JA 
w=v=A= div grad. : " (216) 
me vxveo <. am 
A U A: dkalar = obale 2 409 grad dia go pod U 
: A vektor. A o = dio grado = APi+ AQ] + AR A 
“gdje je ' smi . A 
7P=P(xy,2)i+0(x98)/ +R(my,2)k (218) 
 A(U+V) >AU4+AV | nd 
O(UV) = VAV+2RUVV+VAV | GJ 


> 


i div rotu = V(Y x 'v) =(V x Ve=0 ud 


#4 


rot grad U = V x (VU) zv x VI = o 


168" 


a 


robotima vx (x 9 i i = vd ko tao 


: na 3 fact Šo“ B 
iprad dla e = viy g > = roroto + dogode — v x w x v) +ag ž “eis 


< o) = F(uyEusJ"(0) voj“ Pa < 220.) 


S 


JAflr) > BORA > (206) 


oiar) + 42) | 2% (2200 


a .. ga“ 


Tu jer= .. i: +. ee, 


 Parcijalne diferencijalne jednake i i 
Opći oblik linearne pona Monk, jednadžbe prvog. a, boa 


SPA PP PES > Ry, si oja E 


Diferencijalna jednadžba: karakterističnih krivulja : 


dx dy dz . 
PLRTRO (221) 
Opće rjetenjč; “ FIC,. Ci) 0 li &- NC). (222) 


gdje su F i f funkcije po volji, ai pe 


Ci =u(xy, 2); CG = v(%,, Y» 2). . 
' i < 
«konstante integracije izračunate iz“ općih dlešenje TE eje jednadsbi ka 
rakterističnih krivulja. 
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